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Résumé

Dans cette Note, on considère les mouvements propres d’un oscillateur à un degré de liberté constitué d’une mas
ressort viscoélastique correspondant à un modèle rhéologique de Biot à 2n + 1 paramètres. On montre qu’il y an + 2 mou-
vements propres indépendants : aux deux mouvements propres amortis avec ou sans oscillations, bien connus dans
amortissement visqueux classique, viennent s’ajoutern mouvements propresamortis sans oscillations induits par la rhéologie
viscoélastique.Pour citer cet article : P. Muller, C. R. Mecanique 333 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Eigenmotions of a 1-D.O.F. viscoelastically damped system. In this note, one considers a 1-d.o.f. oscillator consisting of
a mass and a viscoelastic spring, the rheology of which is represented by a generalized so-called Biot’s model witn + 1
parameters. It is proved that itsn + 2 independent eigenmotions are of the following nature: two eigenmotions dampe
or without oscillations (as in the case of classical viscous damping) andn eigenmotionsdamped without oscillations which are
induced by the viscoelastic rheology.To cite this article: P. Muller, C. R. Mecanique 333 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction

Dans une série d’articles (voir par exemple [1,2]), Adhikari et al. ont établi que, pour un système àN degrés de
liberté avec amortissementviscoélastique gouverné par le système d’équations :

M ẍ(t) +
t∫

−∞
a(t − u)ẋ(u)du + K x(t) = 0 (1)

la recherche de solutions propres de la formex(t) ≡ x0 est conduit àm = 2N + p valeurs des qui engendren
m solutions indépendantes. Celles-ci sont soit amorties sans oscillations, soit oscillantes amorties, la ré
exacte entre les deux types de solution n’a pas été précisée.

Dans le cas d’un système àN degrés de liberté avec amortissementvisqueux classique, Bulatovic [3] a donné
des conditions pour que les 2N mouvements propres soient tous amortis sans oscillation.

Enfin, le cas d’un système àN = 1 degré de liberté avec amortissementviscoélastique, le casn = 1 (ressort
viscoélastique à 3 paramètres de type solide [4]) a été étudié par Muller [5].

2. Les systèmes viscoélastiques à 1 D.D.L. et leurs solutions propres

On étend ici l’investigation précédente au cas d’un système àN = 1 degré de libertéx(t) constitué d’une mass
m et d’un ressort viscoélastique àn paramètres (modèle de Biot [6]). Voir Fig. 1.

Les mouvements libres d’un tel système (où la force excitatricef (t) est donc nulle) sont gouvernés par u
équation qui s’écrit, si l’on introduit lemodule de relaxation k(t) du ressort viscoélastique :

mẍ(t) +
t∫

−∞
k(t − u)ẋ(u)du = 0 (2)

Fig. 1. Les systèmes étudiés.

Fig. 1. Systems considered.
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La recherche de solutions propres de la formex(t) ∝ est conduit à l’équation ens suivante :

ms2 est +
t∫

−∞
k(t − u)s esu du = 0 (3)

En effectuant le changement de variablet − u = v, il vient sans difficulté :

t∫
−∞

k(t − u)s esu du = s

t∫
−∞

k(t − u)esu du = s

v=0∫
v=∞

k(v)es(t−v) d(−v) = est s

∞∫
0

k(v)e−sv dv = est k∗(s) (4)

où apparaît la transformée de Laplace–Carsonk∗(s) = s
∫ ∞

0 k(v)e−sv dv du module de relaxationk(t).
Après simplification par est , l’équation déterminant les valeurs des s’écrit donc :

ms2 + k∗(s) = 0 (5)

3. Cas des modèles viscoélastiques à n paramètres

En appliquant les lois d’assemblage série-parallèle des éléments des modèles rhéologiques, on étab
diatement que le module de relaxationk(t) du modèle à 2n + 1 paramètres représenté Fig. 2 dans sa ver
«relaxation » (n branches-séries à 2 paramètres de type « Maxwell » enparallèle sur un ressort élastique de ra
deurk∞), se présente sous la forme de la série de Prony suivante :

k(t) = k∞ +
n∑

i=1

ki e−t/τi (6)

avec des constantes physiques telles que :

k∞ > 0, ki > 0, τi = ai

ki

> 0, k0 = k∞ +
n∑

i=1

ki > k∞ > 0 (7)

La transformée de Laplace–Carsonk∗(s) du modulek(t) donné par (6) a l’expression suivante :

k∗(s) ≡ k∞ +
n∑

i=1

ki

s

s + 1/τi

(8)

Fig. 2. Modèle rhéologique de Biot à 2n + 1 paramètres.

Fig. 2. Biot’s rheological model with 2n + 1 parameters.
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Fig. 3. Allure dek∗(s) (modèle rhéologiquen = 5 à 11 paramètres).

Fig. 3. Aspect ofk∗(s) (rheological model withn = 5 to 11 parameters).

qui, par réduction au même dénominateur, se met tout aussi bien sous la forme équivalente :

k∗(s) = k0
(s + 1/θ1)(s + 1/θ2) . . . (s + 1/θn)

(s + 1/τ1)(s + 1/τ2) . . . (s + 1/τn)
(9)

où l’on a mis en évidence lestemps de relaxation τi et de retard θi «rhéologiques » du modèle. Ces temps sero
supposés numérotés du plus petit (i = 1) au plus grand (i = n).

Lorsques est réel,k∗(s), en tant que somme (8) de fonctions strictement croissantes des, est elle-même stric
tement croissante ens : ses pôles et ses zéros sont disposés en alternance, c’est-à-dire vérifient :

− 1

τ1
< − 1

θ1
< − 1

τ2
< − 1

θ2
< · · · − 1

τn

< − 1

θn

(10)

(voir Fig. 3). Les temps de relaxation et de retard sont donc intercalés de la manière suivante :

τ1 < θ1 < τ2 < θ2 < · · · < τn < θn (11)

4. Mouvements propres

Les solutions propres (vibrations libres) d’un tel système sont donc de la formex(t) ∼= est , s étant, d’après (5
et (9), solutionsi de l’équation caractéristique suivante :

ms2 + k0
(s + 1/θ1)(s + 1/θ2) . . . (s + 1/θn)

(s + 1/τ1)(s + 1/τ2) . . . (s + 1/τn)
= 0 (12)

(où, rappelons-le, toutes les constantes introduites –m,k0, τi, θi – sont strictement positives). L’équation préc
dente est équivalente(si �= −1/τi) au polynôme caractéristique de degrén + 2 suivant :

ms2
(

s + 1

τ1

)(
s + 1

τ2

)
. . .

(
s + 1

τn

)
+ k0

(
s + 1

θ1

)(
s + 1

θ2

)
. . .

(
s + 1

θn

)
= 0 (13)

dontn racines réelles négatives sont données, pours réel, par les intersections des deux courbes :

k∗(s) = k0
(s + 1/θ1)(s + 1/θ2) . . . (s + 1/θn) ∩ y(s) = −ms2 (14)

(s + 1/τ1)(s + 1/τ2) . . . (s + 1/τn)
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Fig. 4. Exemple 1. Modèle rhéologique à 7 paramètres : 3 racines réelles négatives (et donc 2 racines complexes conjuguée

Fig. 4. Example 1. Rheological model with 7 parameters: 3 real negative roots (and, thus, 2 complex conjugate roots).

Fig. 5. Exemple 2. Modèle rhéologique à 3 paramètres : 3 racines réelles négatives (voir zoom au voisinage de 0 sur la Fig. 6

Fig. 5. Example 2. Rheological model with 3 parameters: 3 real negative roots (see zoom in the neighbourhood of 0 in Fig. 6

En effet (voir Fig. 4), dans chacun desn intervalles[
− 1

θ1
,− 1

θ2

]
,

[
− 1

θ2
,− 1

θ3

]
, . . . ,

[
− 1

θn

,0

]
(15)

où s est négatif, la courbek∗(s) est continue et strictement croissante. La paraboley(s), également continue e
croissante, « entre » (à gauche) au-dessus dek∗(s) et « sort » (à droite) en-dessous dek∗(s). Il y a donc, dans
chacun de cesn intervalles, au moins une intersection entre ces deux courbes, soit déjà au moinsn racines réelles
négatives.

Comme l’Éq. (13) a au plusn + 2 racines réelles, il peut en outre y avoir ou non, dans l’un au plus den
intervalles, 3 intersections.

Les deux exemples représentés Figs.4 à 6 illustrent ces résultats :

– d’une part dans le cas d’un modèle rhéologique à 7 paramètres (n = 3) conduisant à 3 racines réelles parmi
n + 2= 5 racines (auxquelles s’ajoutent donc 2 racines complexes conjuguées) ;
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Fig. 6. Exemple 2. Modèle rhéologique à 3 paramètres, 3 racines réelles : zoom au voisinage de 0.

Fig. 6. Example 2. Rheological model with 3 parameters, 3 real negative roots: zoom in the vicinity of 0.

– d’autre part dans le cas d’un modèle rhéologique à 3 paramètres (n = 1) conduisant àn + 2 = 3 racines réelles
négatives.

On notera que lesn racines réelles considérées (que nous noteronssi = −1/τ ′
i ) sont telles (voir l’intersection

des courbes sur la Fig. 4) que lesn temps de décroissancestructuraux τ ′
i vérifient :

− 1

τi

< − 1

τ ′
i

< − 1

θi

⇔ τi < τ ′
i < θi (16)

Ayant exhibé cesn racines réelles négatives si = −1/τ ′
i , le polynôme caractéristique de degrén+2 peut alors être

(après division par la massem) factorisé sous la forme :

(s2 + 2δ′ω′ + ω′2)
(

s + 1

τ ′
1

)(
s + 1

τ ′
2

)
. . .

(
s + 1

τ ′
n

)
= 0 (17)

les deux racines restantes conduisant alors soit à deux solutions oscillantes amorties (siδ′ < 100 %) soit à deux
solutions amorties sans oscillation (siδ′ > 100 %), ce qui achève la démonstration de la proposition.

5. Conclusions

Les vibrations libres d’un oscillateur àN = 1 d.d.l. constitué d’une masse et d’un ressort viscoélastique co
pondant à un modèle rhéologique à 2n+1 paramètres consistent enn+2 solutions indépendantes. On a établi q
aux deux solutions libres amorties avec ou sans oscillations, bien connues dans le cas d’un amortissemen
classique (ressort viscoélastique de Kelvin–Voigt) viennent s’ajoutern solutions libresamorties sans oscillations
introduites par la rhéologie viscoélastique.
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