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Résumé

Dans ce travail, la convection laminaire forcée dans le sillage d’une plaque chaude placée au milieu d'un canal est traitée
numériqguement. En aval immédiat du bord de fuite, on propose une étude analytique basée sur une structure de trois couches. L
vitesse et la température sur I'axe central du canal ainsi que le gradient de pression sont présentés sous formes asymptotique
La comparaison des résultats numérique et asymptotique met en valeur I'étude analytique, et montre qu’elle décrit I'essentiel
de I'évolution du sillagePour citer cet article: Z. Doulfoukar, A. Achig, C. R. Mecanique 333 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Laminar forced convection wake above a heated plate placed in a channel. In this Note, a numerical investigation of
laminar convection wake above a heated plate placed in a channel is carried out. An analytical study based on a three region
structure is proposed in the immediate neighbourhood of the trailing edge. Velocity and temperature at the centerline channel
as well as the pressure gradient are presented in asymptotic expressions. Comparison of these results with numerical solution:
enhances the analytical studw citethisarticle: Z. Doulfoukar, A. Achig, C. R. Mecanique 333 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

Renewed interest in laminar convection between vertical plates stems from its increasing applications in many
industrial problems. The present work is concerned with the forced convection in the wake of a heated plate
placed in a channel. The analytical method utilized in this paper, is essentially the classical asymptotic expansion
introduced by Goldstein [3] to study the laminar wake behind a flat plate in a uniform stream. This procedure has
subsequently been extended by Yang [4] to study the free convection wake above a vertical heated plate. In these
two studies a development, with a zero pressure gradient assumption, has been considered. Concerning the interne
flows (channel, pipe.. .), this assumption is no longer valid. Then, we consider an analysis based on a three regions
structure, that is inspired from the Stewartson’s triple-deck theory [5].

Consider the laminar convection wake of a plate placed in a channel. The fluid is assumed to be Newtonian and
its motion to be steady and two-dimensional. In the Cartesian coorditiates ), the walls channel are defined
by |[Y*| =L (—o0 < X* < +00) and the plate is placed at* = 0 and X* < 0 (Fig. 1). The walls channel are
maintained at the ambient temperati@izeand the semi-infinite plat@™* = 0, X* < 0) is heated at temperaturg;.

In dimensionless formulation, the flow in the wal¢e> 0) is governed by Egs. (4) and the boundary conditions (2)
and (5). Velocity and temperature profiles are obtained by resolving numerically this system. The results, presented
in Figs. 2 and 3, show that the important variations of the flow are carried out<for & 1.

The analytical study, in Section 3, permits us to deduce that the problem in the near wake is reduced to the
systems of Eqgs. (6)—(10). Then, we choose to focus on velocity and temperature at the channel centedline
as well as on the pressure gradient, that are presented in asymptotic expressions (11), (12). In Figs. 4 and 5, we
show the comparison between these expressions and the corresponding numerical results obtained from the systel
(2), (4), (5). Therefore, approaching the trailing edge~ 07), we note that the numerical curves converge to the
asymptotic behaviour. This is an important result that can be of great interest for numerical investigations. Finally,
noting that since the analytical results are rather validxfex 1, this behaviour becomes less respected when
leaving the trailing edge area.

1. Introduction

L'étude de la convection laminaire entre deux plaques est suscitée par ses nombreuses applications. Sans étr
exhaustif, citons le cas du refroidissement des composantes électroniques et celui de la captation de I'énergie
solaire a I'aide d'un canal vertical.

Dans ce travail, on s'intéresse a la convection laminaire forcée dans le sillage d’'une plaque chaude placée au
milieu d'un canal. De point de vue dynamique, cette situation permet de passer d'un double Poiseuille en amont du
bord de fuite a un seul en aval. Ce profond changement dans la nature de I'écoulement caractérise, généralemen
les sillages et nécessite la distinction entre trois régions : le voisinage du bord de fuite et les sillages proche et
lointain.

L'étude analytique de ce probleme, a été initi€ée par Badr et al. [1] en traitant le voisinage du bord de fuite,
dans le cas ou I'’écoulement est isotherme, puis par Achiq et al. [2] en effectuant I'étude du sillage proche et de
sa stabilité. Dans la présente étude, on reprend ce dernier travail dans le cadre d’'un écoulement de convectior
forcée. Analytiguement, ceci consiste a étudier I'interaction de deux perturbations singuliéres : géométrique et
thermique, provoquées par la brusque disparition de la paroi au niveau du bord de fuite. Il faut noter que peu
de travaux ont concerné le sillage en écoulement interne, tel que celui présenté dans ce travail, et que les plus
importantes contributions analytique, numérique et expérimentale sur les problémes du sillage, ont été effectuées
dans le cas ou I'écoulement est externe [3—8]. Ceci est lié aux nombreuses applications de ce type d'écoulement:
en aérodynamique.

Pour le traitement analytique du présent probléme, on utilisera la technique asymptotique initiée par Gold-
stein [3], pour I'étude du sillage proche d'une plaque paralléle & un champ de vitesse uniforme, puis étendue par
Yang [4] pour le cas du probléeme de convection naturelle provoquée par une plaque verticale chauffée. Ces deux
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travaux de base pour notre étude, supposent que la pression est constante, une hypothése qui ne peut étre valable
écoulements internes (canal, conduite). Pour remédier a cela, nous avons introduit une analyse basée sur une
structure de trois régions, inspiré du modéle de triple couche de Stewartson [5].

Notons, enfin, que les techniques employées dans les trois travaux, cités ci-dessus [3-5], continuent a constitue
la base de nombreuses études consacrées aux problemes de sillage en écoulement externe [7,8]. Le présent trav
permet d’adapter ces techniques a un écoulement de nature interne, en surmontant les difficultés liées au confi:
nement de I'écoulement [9]. Ceci permet d’approcher la zone singuliere du bord de fuite, en utilisant de simples
expressions analytiques, qui peuvent étre d’'un grand intérét lors d’une modélisation numérique ou pour I'étude de
la stabilité [6].

2. Formulation du probléme

On considére I'écoulement laminaire, stationnaire et bidimensionnel d'un fluide Newtonien dans le sillage d'une
plaque plane placée au milieu d’'un canal vertical. En coordonnées cartési&in&s), les parois du canal sont
définies pafY*| = L (—oo < X* < +00) et la plaque est placée atf = 0 (X* < 0) (Fig. 1). Cela suppose que
la plaque est infiniment mince, de telle sorte qu'aucune zone de recirculation ne prenne naissance au voisinage
du bord de fuite. Les parois du canal sont maintenues a la température anfhiaitia plaque est chauffée a la
température constan®; (T4 < Ty). La symétrie du probleme par rappor¥ad = 0 réduit le domaine d'étude a
0 < Y* < L suivant la variableg’*. La pression, la température et les composantes longitudinale et transversale de
la vitesse sont respectivement notdes 7*, U* et V*. On définit les quantités adimensionnelles :

X* Y* U* v T* — Ty P*L
X=—; Y=—; U=—; =—3; O=——7; P=
L L Uy Um
ou v est la viscosité cinématique du fluide&}; est six fois la vitesse moyenne. On suppose que la masse vo-
lumique du fluide dépend linéairement de la températyre= po[1 — B(T* — T4)] ou B est le coefficient de
dilatation thermique du fluide, tel qu&T* — T4) <« 1. Ainsi, dans le cadre des approximations de Boussinesq,
les équations adimensionnelles de conservation de masse, de quantité de mouvement et de chaleur, s'écrivent :

1% - . p=
Ty —Ta povUym

- -

V.-Vv=0 (1a)
Re (V-V)V = —VP + (Gr./Re.)0 &, + AV (1b)
.- 1
Re,(V-V)® = ﬁA(H) (1c)
A
X : T,
|
|
|
|
| —
i g
__;'_L ________ o v E§__Y:,
T, T T,

Fig. 1. Géométrie du probleme.
Fig. 1. Physical model.
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oV = (8/9X,3/0Y), A=032/0X2+ 82/dY2 eté, = —g/g, 8 étant l'accélération de la pesanteur. Les nombres
de Prandtl, Grashof et Reynolds sont respectivement définiBrpar/«, Gr; = Bg(Ty — Ta)L3/v2 et Re; =
LUy /v ouk est la diffusivité thermique du fluide.

Dans le présent travail, on se limite au €& > 1 etGr; < Reg, qui correspond a un probléme de convection
forcée [10]. Notons que dans ce cadre, I'orientation du canal et celle de la plaque par rapport a la verticale n’ont
pas d’importance.

PourX < 0, 'hypothése d’écoulement a droites paralléles permet d’obtenir :

=-2 )

UoY)=Y —Y%; OpY)=1-7Y: [dp}_
0

dx

En aval lointain du bort de fuite lorsqué — +o0, I'écoulement de Poiseuille s’écrit :

Uoo<Y>=%[1—Y2]; Ooo(Y) =0; [j—i]OO:—% ®)
Il est & noter que les écoulements confinés tel que celui considéré, présentent une particularité essentielle : les

termes convectifs, a priori grands en raison de la présenBe;den facteur dans (1), sont nuls dans les solutions

(2) et (3) pour des raisons de géométrie de I'écoulement induisant une absence de variaticfoete brisure

de cette invariance par translation leur redonne une importance prépondérante. Pour étudier I'écoulement dans le

sillage (X > 0), il est donc nécessaire d'introduire une zone ou les termes convectifs d'accélératiorRéigs a

équilibrent les termes visqueux. Dans cette zone, dans la mesure ou la vitesse longitudinale, bien que perturbée

reste de I'ordre de I'unité, les ordres de grandeur de différentes quantités sont données@ére; ), ¥ = O(1),

U=01),V= O(Rezl), ® =0(1) et P = O(Rer). On introduit alors des grandeurs d’ordre un dans la zone

considérée en posant = X/Re;,,y=Y,u=U,v=VRe., p= P/Re. et = ©® [2,9,11]. Dans ces conditions,

les Egs. (1) se réduisent aux équations, dites de Prandtl, en convection forcée :

du  Jdv
— 4+ —=0 4a
=+ % (4a)
ou ou dp 8%
T e A e 4b
u8x+U8y dx+8y2 (4b)
30 90 1 0%
Uu—=+v—=—— (4C)
dx dy  Pray?
Les conditions aux limites pour> 0 sont données par :
ou a0
vy =0 =o(ny=0 = y=0=0 (5a)
y dy
ux,y=D)=vx,y=1)=0(x,y=1)=0 (5b)

Le systéme parabolique composé des Egs. (4), des conditions aux limites (5) et des conditions initiales (2), est
résolu numériquement par un schéma aux différences finies [12]. La valeur du gradient de pression est déterminée
dans chaque section en utilisant un processus itératif qui permet de maintenir un débit constantyeatfeet

y = 1. Sur les Figs. 2 et 3, on présente respectivement les profils de vitesse et de température dans différente:
sections pouPr = 0,72. On remarque que la transition de la solution initiale (2xen0 a I'écoulement établit

dans le sillage lointain (3) se fait d'une maniére cohérente et sur un court intervalle ¢00,2). Ceci approuve

I'intérét d'une analyse détaillée du sillage proche, telle que celle proposée dans le paragraphe suivant.
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Fig. 2. Profils de vitesse(x, y) pour différentes positions Fig. 3. Profils de températusx, y) pour différentes posi-
dans le sillage. tionsx dans le sillagéPr = 0,72).
Fig. 2. Velocity profilesu(x, y) at different positions in the Fig. 3. Temperature profilédx, y) at different positions in
wake. the wake(Pr =0.72).

3. Analysedu sillage proche

La nature de la singularité en= 0 nous conduit & adopter, pour I'analyse du sillage proahe&((1), une
démarche analogue a celle de Goldstein [3]. A cet effet, on introduit la vagable'/3 et la fonction de courant
¥ telle queu = 9y /9y etv = —dy/dx. En premiére approximation, la distributiafy = (y2/2 — y3/3), qui
provient de la solution initiale (2), ne vérifie pas la condition de symétrig €rD. Par conséquent, on introduit
une sous couche visqueuse le longyde 0.

3.1. Sous couchevisgueuselelongdey ~ 0

On utilise les transformations = y/3¢, ¥ (x, y) = £2f(£,n), O(x,y) = 1+ £h(£, n) et les développements
suivants :f (¢, n) = fon) + &f1(n) + -+, h(E, n) = ho(n) + Eha(n) + - - €t p(x) = po+ Ep1 + E2p2+ -+ En
premiére approximation, (2), (4) et (5) permettent d’obtenie 0 et les systémes d’équations suivants :

1 +2fofy — f6>=18p,

(6)
fo0)=f§©) =0 et f5—9—3§ quandy— oo

et

1

—h} 4+ 2fohn — foho=0

Pr o+ 2fohg — foho )
00 =0 et ho(n+3n—k quandy— oo

ol 8 etk sont des constantes & déterminer. La résolution des systémes d’Egs. (6) et (7) exige des relations supplé-
mentaires entre les inconnugsk et po, et par la suite, le développement de la solution au coeur de I'écoulement
O<y<l1.
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3.2. Coeur del’écoulement (0 <y < 1)

En considérant, dans cette région, les développements suivants) = vo(y) + E¥1(y) +--- eto(x, y) =

Oo(y) + £61(y) + - - -, le raccord asymptotique avec la sous couche visqueuse le long=d® permet d’obtenir
k=—8/3,¥1(y) = kyry(y) etbi(y) =k6y(y), et d'écrire par la suite :
V(X y) =Yo(y) +kxPYp(y) +--- et 0(x,y) =60 +kx30() + - ®)

Le fait que ces deux derniéres solutions ne vérifient pas les conditions aux limites sur la patoentraine la
nécessité d'introduire une sous couche visqueuse au voisinage de celle-ci.

3.3. Sous couche visgueuse au voisinagede y ~ 1

Poury ~ 1, on utilise les transformatiorfs= (1—y)/3¢, ¥ (x, y) = 1/6 — £2£ (5. /), 0 (x. y) = £h(£. ) et les
développements suwanfs{é n) = fo(n)-|-§f1(n)+ eth(é n)= ho(ﬁ)+$ﬁ1(ﬁ)+---. En utilisant le raccord
asymptotique avec le coeur de I'écoulem@hk y < 1), le systéme composé des Egs. (4) et des conditions (2) et
(5) permet d’obtenir :

& +2f0fy — fi>=18p,

9
fo(O = f50)=0 et f5—9— -8 quandj— oo ©
et
L i 270t — foho=0
pr 0" /0% JoTo (10)
ho(0)=0 et ho(H) —3h—k quandi— oo
3.4. Résultats

Les deux systemes (9) et (10) sont, respectivement, similaires aux systémes (6) et (7). Ceci nous conduit a
adopter une démarche numérique ou la résolution des systemes (6) et (9) puis celle des systemes (7) et (10) s
font simultanément, de telle sorte que les valeurs obtenueskpduet p» soient les mémes dans chaque sys-
teme. En utilisant le schéma numérique de Runge—Kutta d’ordre quatre pour la résolution de chaque systéme, or
obtient, pourPr = 0,72, les valeurs numériqueg (0) ~ 3,95, ho(0) ~ —1,76 et po ~ 0,32, et par la suite, les
vitesse et température sur la ligne centrale du canal ainsi que le gradient de pression sous les formes asymptotique
respectives suivantes :

1

ucL(x) =u(x,y =0) ~ 5f(,<0>x1/3 ~1,32¢13 (11)
el (x) :9(x,y:0)%1+h0(0)x1/3% 1- 1,763 (12)
d 2

£ +2o~ 3p2x 320,21 1/3 (13)

Notons, enfin, que nous avons choisi de présenter ces dernieres expressions pour leur importance physique. Elle
constituent, en fait, la vitesse de libération du fluide en aval du bord de fuite, la décroissance de la température due
a I'absence de la plaque chaude et le gradient de pression induit par la perte d’adhérence.

4, Comparaisons et commentaires

Dans cette section, on propose de comparer les résultats asymptotiques (11)—(13) a ceux obtenus numériquemel
en résolvant le systéme parabolique (2), (4), (5). Le nombre de Prandtl est fixé a 0,72 et les figures sont présentées e
échelles logarithmiques compte tenu de la forme des expressions (11)-(13), et des importantes variations soulevée
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Fig. 4. Vitesse:c| (x) et températuréc) (x) sur la ligne cen- Fig. 5. Gradient de pression en fonctionxde
trale du cana(Pr = 0,72). Fig. 5. Pressure gradient as a function:of

Fig. 4. Velocityuc| (x) and temperaturécy (x) at the cen-
terline channe(Pr = 0.72).

lorsquex — OT. Notons, toutefois, que les valeurs deorrespondent, en réalité, aux distanags= (x/L)Re
(Re>> 1) a partir du bord de fuite.

Sur la Fig. 4, qui présente simultanémemri_ (x) et c(x), on constate qu’en approchant le bord de fuite
(x — 07), les solutions numériques convergent vers les comportements asymptotiques (11) et (12). Le fait que ceci
ne soit plus valable en avancant dans le sillage, est cohérent avec I'hypothese deiabede notre démarche
analytique. Toutefois, il est important de noter que les comportements asymptotiques, bien qu'ils soient limités a
de faibles valeurs en, décrivent I'essentiel de I'évolution du sillage, compte tenu du fait que les variations les plus
notables se font en aval immédiat du bord de fuite (Section 2).

Sur la Fig. 5, qui présente les variations du gradient de pression en fonctiooualeonstate que la convergence
de la solution numérique vers le comportement asymptotique se fait plus lentement que sur la Fig. 4. Ceci est d
principalement a I'importance des valeurs prises par le gradient de pression au voisinage du bord de fuite. En effet,
I'expression (13) montre que le gradient de pression induit est proportiornél% Physiquement, ceci s’explique
par le fait que la perte brutale de I'adhérence au niveau du bord de fuite entraine une importante variation de la
pression qui est de plus en plus grande lorsgue 0.

En conclusion, ces comparaisons montrent la fiabilité des comportements asymptotiques (11)—(13) lersque
0T. Ceci permet d’approcher la zone singuliére du bord de fuite a 'aide de simples expressions explicites, qui
peuvent étre d’'une grande utilité lors d’'une étude purement numérique.

Notons, enfin, que les écoulements dans le sillage sont essentiellement instables, du fait que leurs profils de
vitesse contiennent des points d’'inflexion. L'étude expérimentale de Miskad et al. [6] confirme ceci et montre
que la transition naturelle du sillage symétrique est fortement influencée par les perturbations engendrées en ava
immédiat du bord de fuit€é0 < x « 1). Une étude rigoureuse, telle que celle proposée dans ce travail, est alors
d’'un grand intérét pour I'étude du probléme de stabilité de ce type d’écoulements [2,7].
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