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Résumé

La compressibilité ou conductivité d’un matériau composite isotrope constitué de deux phases isotropes «bien ordonnées »
est encadrée par les bornes inférieure et supérieure de Hashin et Shtrikman. Ce travail consiste a construire deux nouvelle:
microstructures pouvant réaliser toute compressibilité ou conductivité comprise entre ces derniéres. Les deux microstructures
obtenues, plus simples que celles présentées dans la littérature pour atteindre le méme objectif, ont la propriété que la variatior
de la compressibilité ou conductivité correspondante est strictement monotone par rapport au paramétre géométrique qui les
caractérisePour citer cet article: Q.-C. He, H.L. Quang, C. R. Mecanique 333 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Microstructuresfor therealization of every compressibility or conductivity between the bounds of Hashin and Shtrik-
man. The conductivity or bulk modulus of an isotropic composite consisting of two well-ordered isotropic phases is situated
between the lower and upper bounds of Hashin and Shtrikman. This work is concerned with the construction of two new
microstructures capable of realizing every conductivity or bulk modulus comprised between these bounds. The two microstruc-
tures obtained, appearing to be simpler than those presented in the literature to achieve the same purpose, have the property th:
the variation of the corresponding conductivity or bulk modulus is strictly monotone with respect to the geometric parameter
characterizing thenio cite thisarticle: Q.-C. He, H.L. Quang, C. R. Mecanique 333 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

The composite under consideration is an isotropic material consisting of two isotropic phases. The bulk and
shear modulix; and i1, of phase 1 with volume fractiosy are assumed to be larger than the respective ones,
k2 andup, of phase 2 with volume fractiorp = 1 — ¢1. Then, the effective bulk modulus® of the composite is
bounded by (1). In the lattex,"S and«*!S are the lower and upper bounds of Hashin and Shtrikman [2], which
are specified by (2). Even though the optimality of these bounds was proved almost when they were established,
the problem of realizing every compressibility situated between them was investigated much later (Milgrom and
Shtrikman, [4]; Gilormini, [5]; He and Benveniste, [6]). The present Note proposes two novel microstructures
which result from a direct modification of the composite sphere assemblage (CSA) of Hashin [3] and Hashin and
Shtrikman [1], and which can materialize all compressibility aforementioned.

The upper boumzlﬂS is reached by a CSA in which the coating and core are made of phases 1 and 2, respectively
(Fig. 1(a)). The lower bound"'S is achieved by a CSA in which the coating and core consist of phases 2 and 1,
respectively (Fig. 1(b)). To realize a compressibikity situated betweer™S and«HS and specified by (3) with
a € [0, 1], we consider a doubly coated CSA (Fig. 2) in which phase 1 is both in the core and outer coating and
phase 2 is only in the intermediate coating. The ragdjirp, andrz must comply with (4), so that the volume
fractions of phases 1 and 2 are equati@ndcs. In particular, the volume fraction of phase 1 is the sum of the
onec) = Bcy of the core and the on€ = (1 — B)c1 of the outer coating. The geometrical parameteraries
between 0 and 1.

The effective bulk modulus of a doubly coated CSA is given by (5). This expression can be obtained via the
one (2) of KES in which ¢1 is replaced by(1 — B)c1, ¢2 by ¢2 + Bc1, andkz by (6). For more details, the reader
refers to Milton ([7], Section 7.2) or Hervé and Zaoui [8]. Starting from (5), we can show (7) which, under the
assumption that; > k2 anduy > uo, implies (8). Thus, it is proved that the compressibilktpf a doubly coated
CSA is astrictly decreasing function of 8. On the other hand, it is easy to check that <> when g = 0 and
x =«k"1Swheng = 1. So, to every value of* given by (1) is associated a unique valugdaduch that the effective
compressibilityx of the corresponding doubly coated CSA is exactly equaf‘taviore precisely, setting (9) and
accounting for (3) and (5), we obtain (10). It can be shown tifatdd > 0, i.e. g is astrictly increasing function
of «. Wheng or g varies from 0 to 1, all the conductivities betwerﬁlS and« S are scanned in a continuous and
monotone way.

Another microstructure is obtained by using the one of Fig. 2, in which phase 1 occupies only the intermediate
coating while phase 2 occupies both the core and outer coating. In this case, the results similar to those of Section
3 can be established by the same way. In particulag,# ¢, = 0.5 andg is specified by (11), the two microstruc-
tures have the same bulk modulus expression (12). This implies that the two phases can be interchanged withou
disturbing the effective bulk modulus.

Concerning the conductivity of an isotropic composite consisting of two isotropic phases, if the phase conductiv-
ities k; verify the conditionk; > ko, then all the foregoing results for compressibility remain valid for conductivity,

provided«*, k1S, k15, ki, w;, k andx are replaced by*, kS, kHS, k;, 3k; /2, k andks, respectively.

1. Introduction

La conductivité d’'un composite isotrope formé de deux phases isotropes est encadrée par les bornes inférieure e
supérieure de Hashin et Shtrikman [1]. La compressibilité du composite est également minorée et majorée par les
bornes inférieure et supérieure correspondantes de Hashin et Shtrikman [2] quand les modules de compressibilite
et de cisaillement des phases sont bien ordonnés. L'optimalité de ces bornes a été prouvée presque en mém
temps gu’elles ont été établies (Hashin, [3]; Hashin et Shtrikman, [1]). Mais, les premiers travaux consistant a
savoir si toute compressibilité ou conductivité située entre les bornes peut étre réalisée par une microstructure
furent entrepris beaucoup plus tard. En considérant une microstructure constituée de sphéres composites creuse
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emboitées, Milgrom et Shtrikman [4] ont démontré que toutes les conductivités comprises entre les bornes peuvent
étre balayées via la variation d’'un parameétre géomeétrique de la microstructure. Dans un travail récent, Gilormini [5]
a construit une microstructure simple qui est capable de réaliser toute compressibilité ou conductivité en question.
He et Benveniste [6] viennent de montrer que la microstructure de Milgrom et Shtrikman permet également de
concrétiser toute compressibilité.

Le présent travail propose deux nouvelles microstructures qui résultent d’'une modification directe de celle de
Hashin [3] et Hashin et Shtrikman [1] et peuvent matérialiser toute conductivité ou compressibilité susmention-
née. Par rapport a celles présentées dans la littérature pour atteindre le méme objectif, les deux microstructures
construites dans ce travail semblent plus simples. D’autre part, nous montrons qu’elles ont la conséquence que lz
variation de la conductivité ou compressibilité correspondante est strictement monotone par rapport au parametre
géomeétrique qui les caractérise.

2. Assemblages de sphéres composites a double couche

Le composite en question est un matériau isotrope constitué de deux phases isotropes. La fraction volumique
de la phase 1 est dénotée parlors que celle de la phase 2 est désignéepavecci + c2 = 1. Les modules de
compressibilité et de cisaillement des deux phasgest, .1;, sont sUpposés tels que > k2 ety > 2. D'aprés un
résultat bien connu de Hashin et Shtrikman [2], le module de compressibilité efféchif composite est encadré
par

KMS < < KES 1)
ou les bornes inférieure et supérieure de Hashin et Shtrikman sont données par

HS c1(k1 — k2) HS c2(k2 — K1)

HS ey 4 , — 1+ 2
T Btk — k) /G + At T 1 Bea(ka — k1) /(Bier + Aptn) )

Ces bornes, réalisables par deux assemblages des sphéres composites de Hashin [3] et Hashin et Shtrikman [1
sont optimales.

Rappelons qu'un assemblage de sphéeres composites (ASC) de Hashin est une microstructure particuliére e
correspond a un domaine tridimensionnel quelconque, qui est, a une mesure volumique nulle pres, complétemen
rempli de sphéres composites a une couche, similaires mais de différentes tailles (Fig. 1). Par une sphére composit
a une couche, nous entendons une sphere de rayotintérieur de laquelle se trouve un noyau sphérique de
rayona, couvert d’une couche sphérique d’épaisdeura. Deux sphéres composites sont disilaires si leurs
noyaux sont constitués d’'une méme phase, si leurs couches extérieures sont composées d’'une autre méme phase
si elles sont géométriquement homothétiques. Ainsi, le rappéret la fraction volumique de chaque phase sont
identiques dans toutes les spheres composites similaires. La borne supéj_‘%ase réalisée par 'ASC quand la
phase 2 (moins rigide) est choisie pour les noyaux et la phase 1 (plus rigide) est utilisée pour les couches (Fig. 1(a)).
En échangeant le role de la phase 1 et celui de la phase 2, la borne inféHeest atteinte par 'ASC (Fig. 1(b)).

Maintenant, nous procédons a la construction d’'une microstructure dans laquelle les fractions volumiques des
phases 1 et 2 sont égales respectivementet ¢, et qui permet de réaliser une compressibititédonnée mais
encadrée par (1). Sans perte de généralité, nous écrivons (1) sous la forme équivalente :

K =ax®S+ (1 - oc)/cﬂs, a€[0,1] 3)

A notre fin, dans ’ASC de Hashin, I'élément de base, a savoir une sphére composite a une couche, est remplacée
par une sphére compositalauble couche. Plus précisément, cette derniére comporte un noyau sphérique formée
de la phase 1, une premiere couche sphérique constituée de la phase 2 et une deuxiéme couche composée de
phase 1 (Fig. 2). Le rayon du noyau et les rayons etrz des couches doivent étre fixés de maniere a retrouver

les fractions volumiques; etcp des phases 1 et 2. Plus exactement, la fraction volumigde la phase 1 est la
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Fig. 1. Assemblages de spheres composites a une couche : réalisatbmrresssupérieure et inférieure de Hashin et Shtrikman par (a) et (b)
Fig. 1. Simply coated composite sphere assemblages: realization of the upper and lower bounds of Hashin et Shtrikman by (a) and (b).

phase 1
[ ] phase2

(rl/r3)3: Be,

(1‘2/1”3)3: Bt c

Fig. 2. Assemblage de sphéres composites & double couche : réalisation de toute compressibilité ou conductivité.
Fig. 2. Doubly coated composite sphere assemblages: realization of every compressibility or conductivity.
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somme de celle] = Bc1 du noyau et de celle] = (1— B)c1 de la couche extérieure, la valeur glétant comprise
entre 0 et 1. Ainsi, un simple calcul montre que les rayans, etrs doivent étre ajustés de telle sorte que

3 3
(’_1> = Be1, (:—z) =Bci+c2 (Be[0,1)) (4)

r3

Il est direct mais crucial de constater que I'ASC a une couche réaﬁi@rxbu 1S est retrouvé selon qué=0

ou 8 = 1. Ce constat nous conduit naturellement a poser deux questions. Pour une valedmrideée, existe-il

une valeur des telle que I’ASC a double couche réalise la compressihilitgprécisée par (3) ? Si la réponse est
oui, la correspondance entfeet o est-elle univoque ? La prochaine section a pour objectif de répondre a ces deux
questions.

3. Résaultats

La compressibilité effective de I'’ASC a double couche décrit ci-dessus (Fig. 2) est fournie par

_ca(ea+ Be1) (B + A1) (31 + 4uz) (k1 — k2)
g(B)
ou la fonctiong (8) est donnée par

(5a)

K =K1

g(B) = (c2+ Bc1) (it + 4u2) [3(c2 + Ber) (k1 — k2) + (B2 + 4u) |
+ 3Bc1(i2 — k1) [(c2 + Ber) (Bkr + 4uz) + 4t — p2) | (Sb)

La formule précédente pour peut étre obtenue par I'expression 2 xi‘s dans laqueller; est remplacé par
(1 — B)c1, c2 parca + Bea, etko par

Bei(kr — k2)
c2+ Ber + 3ea(k1 — k2)/ (Bk2 + 4p2)

K5 =Ko+ (6)
Cette derniére n’est que la formule {#)e xS dans laquelle; etc, sont respectivement remplacés pai/(co +
Bc1) etea/(c2 + Ber). En effet, ’ASC a double couche en question est équivalent a 'ASC a une couche dont le
noyau de chaque sphere est lui-méme une sphere composite a une couche. Sur ce point, le lecteur peut se référ
a Milton ([7], Section 7.2) pour plus de détails. Noter que la formule (5) peut s’obtenir aussi directement de la
formule de récurrence (46) de Hervé et Zaoui [8].

Ensuite, la compressibilité déterminée par (5) est considérée comme une fonction du paraggnéireartir
de (5), nous obtenons

de  12c1¢5(3e1 + 4pa1) (it + 4p2) (k2 — k1) (2 — 1)

- _ 7
dp [g(B)]? @
Sous notre hypothése que > k2 etu1 > w2, il sS’ensuit que
dx
— <0 8
3 < ®)

ce qui prouve que la compressibilikédonnée par (5) est une fonctistrictement décroissante du parametres.
D’autre part, il est immédiat de vérifier que= KES quandg = 0 et quex = «™S quandg = 1. Ainsi, nous en
déduisons qu’'a toute conductivit¢ donnée et encadrée par (1) est associée une vabegue de g telle que la
compressibilité de 'ASC a double couche est égale’a Plus précisément, en posant

K =« 9)
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et en substituant les expressions (3) et (5y tletx dans (9), nous trouvons

_c20(3k1 + 4p2)[Be2(k1 — k2) + 32 + 4ual
N h(x)

avec le dénominateu(B) précisé par

B

(10a)

h(a) = (1 — &) (3c1 + A1) (Bic2 + 4pao) + 3z (ier — k2) (3c1 + 412)
+ [ (3ier + 4u2) (B2 + Ap) + (L — @) (w? — 12pp — 1812 — 121 — 16u1u2)]  (10b)

Cette expression satisfait les conditions suivanigs=:0 pour¢ =0 et = 1 poure = 1. De plus, nous pouvons
montrer que #/da > 0, i.e. 8 est une fonctiomstrictement croissante dec.

En introduisant la valeur dg déterminée par (10) dans (4), nous déterminons un assemblage illustré par la
Fig. 2, dont la compressibilité est égale précisément a une valedir fitece par I'intermédiaire de. En faisant
variera ou 8 entre 0 et 1, toutes les compressibilitéscte a«™S sont, de fagowontinue et décroissante, balayées
par la microstructure.

4. Remarques

Une alternative par rapport a la microstructure illustrée par la Fig. 2 est la suivante. La phase 1, plus rigide que
la phase 2, occupe uniquement la couche intermédiaire alors que la phase 2 se trouve & la fois dans le noyau et dar
la couche extérieure. Pour cette microstructure, nous pouvons obtenir les résultats similaires a ceux de la Section 3
en procédant de la méme facon. Il est intéressant de remarquer gue, gi = 0,5 et si

g = N/ Brr + 4u2) (Bk2 + A1)
V Br1 + 4u2) (B2 + A1) + 24/ Brer + 4u1) (B2 + 4a2)

alors les deux microstructures correspondantes ont le méme module de compressibilité :

(11)

_ < Ao + dico o + Br1ko Aicopr + dic1per + i1k )
V@Bre1 +4p2) Bz +4u2) /(B + 4ur) (Brer + 4u)

" < 31+ 3k2 + 8uz 31 + 3k2 + 8u1 >_1
V(Br +4u2) Bz +4uz) /(B2 + A1) By + 4iea)

Autrement dit, dans chacune des deux microstructures particuliéres définigs-pas = 0,5 et (11), les phases 1

et 2 peuvent s’échanger sans perturber le module de compressibilité. La symétrie de I'expression (12) par rapport
aux indices 1 et 2 montre clairement ce dernier point. Cette situation peut étre considérée comme une généralisatior
tridimensionnelle du fameux probléme de conduction d'un échiquier (Torquato, [9]; Milton, [7]).

Concernant la conductivité d’'un composite isotrope formé de deux phases isotropes, si les condyaliegés
phases respectent la conditibn> ko, alors tous les résultats présentés ci-dessus pour la compressibilité restent
valables pour la conductivité & condition de remplacer™S, kHS, «;, u;, k etxs respectivement par, k1S, kS,
ki, 3ki /2, k etk;. Le fait que les résultats pour la compressibilité soient directement utilisables pour la conductivité
par un changement approprié de parametres a également été employé dans le travail de Gilormini [5].

Avant de clore cette Note, il convient de rappeler que I'idée de base de notre travail provient du simple constat
que I'assemblage de la Fig. 2 est une configuration intermédiaire des assemblages de la Fig. 1. Un bon nombre de
chercheurs dans le domaine de la micromécanique devraient étre au courant de ce constat. Mais, a notre connais
sance, il n’a jamais été explicitement exploité dans la littérature pour réaliser toute conductivité ou compressibilité
encadrée par les bornes de Hashin et Shtrikman.

(12)
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