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Résumé

On présente une décomposition des déplacements d'une poutre. On utilise ensuite cette décomposition pour simplifier un
probléme d’élasticité 3D. Le probléme formel obtenu est un systeme différentiel dépendant de I'épaisseur de la poutre. On
donne des estimations de I'erreBaur citer cet article: G. Griso, C. R. Mecanique 333 (2005).
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Abstract

Decomposition of rod displacements: simplification of an elasticity problem.We present a decomposition of rod dis-
placements. Then we use this decomposition to simplify an 3D linearized elasticity problem. The formal problem obtained is
a differential system which depends on the thickness of the rod. We give error estifitatés.this article: G. Griso, C. R.

Mecanique 333 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

This Note presents a new decomposition of rod displacements and a simplification in the strain tensor. We apply
these results to obtain error estimates in a three-dimensional linearized elasticity problem. We prove that the global
error is of orders1/2 and that the interior error is of ordér(the rod thickness is in @) and its length is equal
to L).

The rod is denoted?s = w;s x 10, L[ wherews = §w (w is the reference cross-section).
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In Section 2 we present the decomposition and some estimations of the displacements of2heWedgive
the definition of the elementary displaceméhtassociated with a displacementgeneralisation of the Bernoulli—
Navier displacement). Using,., we get information about the displacement of the rod middle line and about the
cross-section’s rotation. The difference- U, = i expresses the warping of rod cross-section. In Theorem 2.2 we
give estimates fot/, andu in relation to the norm of the energy deformatioruofsee also [1]).

Section 3 is dedicated to the formal displacements of the virtuakzed w x ]0, L[ and to the formal strain
tensor of these displacements. The unfolding opefatar introduced in Definition 3.1. This transformation allows
us to work on the fixed domaite. To simplify the unfolded strain tensor we suggest eliminating the partial
derivatives with respect tez of the warpingi (see Theorem 3.2 for a justification). Thus we obtain a formal strain
tensor of the unfolded displacement and a space of formal displacefMémtithe virtual rods?.

To illustrate the previous method, we study the problem introduced by (5). In this problem the forces are or-
thogonal to the Bernoulli-Navier displacements. Then we set the formal elasticity prébléemD/. We write
its squtionUf’“ + U%®. We introduce correctors to express the ‘correctot* in terms of the derivatives of the
components/*¢ andR%¢ of the elementary displacemetif“ (Theorem 4.1). Theorem 4.2 gives the variational
problems verified by the middle line displacemafit* and the rotation angle®’“.

The last section of this Note is dedicated to error estimates. The techniques leading to these estimates are the
same as those presented in [2,3] for the unfolding method in periodic homogenization. We give (Theorem 5.1) the
distance between the unfolded warpifigii®) andsU%¢ and the distance between the unfolded stress tensor of
the solution of (5) and the formal stress tensor of the solution of (7).

We do not easily obtain the asymptotic behavior of problem (5) if we use an asymptotic expansion or the
asymptotic variational method (see [4] or [5-7]).

The detailed proofs will be presented in a forthcoming article.

1. Introduction

Cette Note présente une décomposition des déplacements d’une poutre et une application de cette décompositio
a la simplification des équations 3D de I'élasticité linéarisée.

La poutre est noté2; = ws x 10, L[ oUws = dw (w est la section droite de référence de la poutre).

Dans la premiére partie on définit le déplacement élémentaissocié a un déplacementle la poutres2;.
Grace al, nous avons des informations sur le déplacement de la ligne moyenne de la poutre et sur les rotations
de ses sections droites. La différence- U, = i rend compte du gauchissement des sections droites. Le Théo-
reme 2.2 donne les estimations tg et dei en fonction de la norme de I'énergie de déformatiornudg@oir
également [1]).

La seconde partie est consacrée aux déplacements formels de la poutre de réfétence]0, L[ et au tenseur
formel des déformations de ces déplacements. L'opérateur d’éclatement est introduit dans la Définition 3.1. La
transformation par éclatement permet de travailler sur le domain€fix@n propose de simplifier les éclatés des
déformations d’'un déplacement en supprimant certaines dérivées partielles par rappbroia (3) et (4)). Le
Théoréme 3.2 rend légitime cette simplification. On obtient ainsi un espacede déplacements formels de la
poutre de référenc€ et pour ces déplacements un tenseur formel des déformations.

Le probléme d’élasticité servant a illuster la méthode précédente est introduit par (5). C’e&t/dgus I'on
écrit le probléme formel d’élasticité (7). Sa solution &4t + U%4. Lintroduction de correcteurs permet d’expri-
merU%¢ en termes des dérivées des composaiteset R*4 du déplacement élémentaité™® (Théoréme 4.1).
Le Théoréme 4.2 donne les problémes variationnels vérifiédpaet R%“.

Dans la derniére partie nous donnons des estimations de I'erreur. Les techniques conduisant & ces estimation:
sont les mémes que celles présentées dans [2,3]. On évalue (Théoréme 5.1) la distance entre I'éclaté du tenseur d
contraintes de de la solution de (5) et le tenseur formel des contraintes de la solution de (7).
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2. Décomposition des déplacements d’'une poutre

On se donne un domaine boradéeR? de frontiére lipschitzienne. On suppose que l'origin&dest le centre
de gravité dev et que les axes du rep&@; ¢1) et (0; e») sont les axes principaux d'inertie de La poutre est le
domaine2s = ws x 10, L[ ol ws est ’homothétique de dans I'homothétie de rappattet de centre l'origine. La
section droite de la poutre est le domaine plgnx {x3}, x3 € [0, L]. La ligne moyenne de la poutre est le segment
de droite d’origing(0, 0, 0) et d’extrémité(0, 0, L). La poutre de référence e@t=w x 10, L.

Le point courant de2s est notéx = (x1, x2, x3), celui de2 est noté(X1, X2, x3) = (X, x3) et celui dew
est notéX = (X1, X»). La variablex3 est la variable macroscopique ; les variahlgset X, sont les variables
microscopiques.

Le produit scalaire d&®2 est noté- et la norme euclidienne d&2 est noté|| - ||». Les indices grece et 8
appartiennent a I'ensembj{é, 2} quant aux indices lating j, k et! ils appartiennent a I'ensembi#, 2, 3}. Dans
toute cette Note nous utilisons la convention des indices répétés.

Définition 2.1. Un déplacement élémentaide la poutre2s est un déplacement de la forme

u(x) =U(x3) + R(x3) A (x181 + x262),  x = X161 + x262 + x3¢3, U, R € L}(0, L; R3)

Sous I'action d’un petit déplacement élémentaire la section digite{x3} est translatée dé(x3) et tourne autour

du vecteurR(x3) d’'un petit angle de mesurgR(x3)|2; U est également le déplacement de la ligne moyenne

de la poutre. Aprés déplacement, la section droite de la poutre n’est plus orthogonale a sa ligne moyenne. La
torsion de la poutre (rotation de la section droite autour de sa ligne moyenne) est donnée par le déplacement
R3(x3)e3 A (x1€1 + x282). La troisieme composante de(x3) est une mesure de I'angle de torsion de la section
droitews x {x3}.

Tout déplacement appartenant &1(£2;; R3) s’écrit de facon unique
u(x) =Ue(x) +ii(x), U,(x) =U(x3) + R(x3) A (x1€1 + x2€2)
ou U, est un déplacement élémentaire etioggrifie p.p. dango, L[
/ﬁi(XL)Cz, ) =/Xaﬁ3(x1,XZ, ) =/{x1ﬁ2(X1,X2, ) — x2i1(x1,x2,)} =0 1)

ws ws ws

Le déplacemeni est legauchissemertes sections droites de la poutre.
Pour tout ouvert) deR" et tout déplacement appartenant &*(O; RY) on note

1(0 d
ulp.o = IVl oz lile.o=[(Vws] aope: v =515 + =
, [L(O)] ’ [L=(O)] 21 ox; Xk

(Vu)s désigne la partie symétrique du gradient.deu tenseur des déformations.

Théoréme 2.2. Pour tout déplacement appartenant aH(£2;; R®) les composanteld et R du déplacement
élémentairel/, appartiennent 3H1(0, L; R®), le gauchissement appartient aH(£25; R3) et on a de plus les
estimations suivantes

|Uele, 25 < Clulg, ;. lulp,os < Clulg ;. lll 22y r3) < Colule o; 2

Les constantes ne dépendent quaxde

La poutre est maintenant fixée en ses deux extrémigés {0} etws x {L}

Hi, (25 R%) = {u € HY(25; R®) | u =0 surws x {0} Uws x {L}}
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Pour toutz appartenant H}O(Q(g; RR3) l'inégalité de Korn et les estimatiords’ deu; sont les conséquences de (2)
L 2
lulp o; < Cg|u|5,93» luallp2(e) < C— Iulg 25 lusll 20, < CLIulg 2

Dans la suite de cette Note tous les déplacements de la geusent décomposés en la somme d’'un déplacement
élémentaire et d’'un gauchissement vérifiant (1).

3. Le tenseur formel des déformations des déplacements de la poutre de référence

Définition 3.1. Soit¢ une fonction appartenantZal(£2s). L’ éclatéTs(¢) de¢ est défini par
Ts(p)(X1, X2, x3) = p(6X1,8X2,x3), (X1,X2,x3) €2

Soitu = U, + i1, Ue(x1, X2, -) =U + R A (x181 + x262), un déplacement appartenantia($2s; R3). Les com-
posantes du tenseur des déformations sont
dit3 dR2 dR1 Qi3
v33(u) = s x1—— drs + x2 drs + ors
dify dR3 dui 0dus 1/0u, Odug
—Rp—Xpm— 4 — |, = (=+L
y13(u) = ( drs 2— X2 drs + PN + or1 Yap (W) 9% + ox. 3)

1/di dR3 dur 0dis
=——4+R1+x1—+—+ —
v2su) 2 ( dxs 1T dxs 0x3  0x2

On posdl = %’]jg(ﬁ). On associe au déplacemarie déplacement formel de la poutre de référeR¢cd/ (X, x3) =
U(x3) + SR (x3) A (X181 + X0e2) + U (X, x3) pour presque toutX, x3) dansg2. On définit le tenseur formel des
déformations du déplacemeliten supprimant les dérivées partiellesldepar rapport &

I'33(U) = duTj —Xls(gxz Xzs%
I3U) = _<%—R2—X25%—7S+%) Faﬁ(U)=%(g;];+z%) 4)
I23(U) = %(% +R1+ X15?j—R; + 2—;2)
Théoréme 3.2. Soientu € HY($25; R3) etU = 75(u) son éclaté. On a
|75 L2y < |u|§’gs ; |75 (viz) = Lz 12 10,1y < Clitle,2; + %Ms,gg

oU 25 =ws x 10,8[U ws x |L — 8, L[. Les constantes sont indépendanted.de des.

On introduit ci-dessous I'espace des déplacements formels de la poutre de référence

Df = {4‘» e HY(w; L20, L: RY) | f $i(X.) = / Xada(X. ) = / {X12(X. ) — Xop2(X. )} = 0}

w w
DI ={VeL?(2;R% | V=V+AA X181+ X282) + V, V. A€ Hy(0,L:R®), V e D}
On munitD/ de la norme associée au produit scaldife ¥) = fg I;;(@)T;; (). Cette norme est équivalente
a la norme der}(0, L; R3) x HI(0, L; R3) x H(w; L?(0, L; R?). Le tenseur formel des déformations d'un
déplacement appartenanDd se définit par les égalités (4).
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4. Simplification d’'un probléme d’élasticité linérarisée

La poutre est constituée d’'un matériau homogéne et isotrope. Les composantes du tenseur des contraintes sor
0ij () = a;jr v ()0l a;ji; = A6 + 11 (8;k8 1 + 816 jx). Les constantes et . sont les coefficients de Lameé du
matériau.

On cherche une solution approchée du probléme d’élasticité linéarisée

e h@sB, [ouw = [Fous [ 60 voen @R (5)
25 25 0825

La densité des forces de voluni® est colinéaire &; et la densité des forces de surfage est colinéaire &s.
On suppose de plus que ce systeme de forces est orthogonal aux déplacements de Bernoulli-Navier. On fait don
Ihypothése qu'il existef € L2(0, L) tel que pour tout déplacement Hy (2s; R?)

/FfS U+/GfS v—//af(%—A)+0(53)|u5|g,95, v=V,+ (6)

s 0

oll Vo(x1,x2,) =V + A A (x181 + x262) avecV, A € H}(0, L; R®). La solution de (5) vérifie I'estimation
|l e, @, < C82.
Le probléme formel d’élasticité s’écrit

U =0+ U eDf, UXUX, ) =UP +R¥ A (X181 + X282), U>® € D?

ay 7
/2,,(U“>F,,(V)—//3f<_l—A2> wen! @
2

ou E,-j(U 4y = Clijk]Fkl(Ua’a) sont les composantes du tenseur formel des contraintes.

4.1. Les correcteurs et le déplacement correct@fif

On note
X2 - x?
x11(X) = —X1X2 — a1 X, x12(X) = —% +a1X1+ b1
X2 — x2
x21(X) = —% —a2Xo+ b2, x22(X) =—-X1X2+ax2Xa

Les constantes, etb, sont déterminées par les conditiofnglxgz — Xoxa1} = f X12= f x21=0. On in-
troduit 'espaceDs3 = {¢p € H(w) | f qb f Xqo¢ = 0} et les trois correcteurs supplémentaipgs x2 et x3
appartenant 3 [ Vx, Vo =— [ an [, VxaVo=—[, {Xlox2 Xo 2 }V¢ e D$3. Tous ces correcteurs
permettent d’exprimet/®-¢ en termes des dérivées & et deR’>“.

Théoréme 4.1.Le terme correcteut/*¢ est donné par

778,a g’a dRi’a dest(l
Uy (X, ) =v|—Xq — X1 (X)8 + X2 (X)$
dxs dx3 dxs . ®)
a

Raa + y2(X) dug’“_i_RM np (X)dRs
X2 dra 1 X3 drs

$,a

ey
U3 (X, )—Xl(X)<

ol v est le coefficient de Poisson.
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On en déduit ensuite le tenseur formel des contraintes puis les problémes vérifiés par les comigbsasttes
R%4 du déplacement élémentaire approbffé“.

Théoréme 4.2. La traction-compressiotiy“ est nulle. Les flexior&“ et les angles de rotatioR’ sont les
solutions du probléme couplé

.Uy R*) € HG (0. LiR x R x R®)

L L % - Rg’a %}% — Az
3 3
dR(s’u dA 8,a
El3_o82 TO;dx:Jr“/A %_Hgl : dV2+A
0 0 dR5 a 8dA3 (9)
e )

L
d
/5 (ﬂ — Az) YV, V2, A) € Hol(O, LR xR x R3)
0

. L X 1-(x1x0  —(xasx2) —(X1, x3) L
oUly =5 [, X5 A=| 021 1-(x2x2) —(x2. x3) s O X)) = 137 o VXV X
—(x3, x1) —(x3,x2) In+1I2—(x3,x3)

5. Estimations de I'erreur

On posep(t) = inf{z, (L — 1)}, t € [0, L]. On introduit 'espace

L
L2(0,L; L*(w)) = {w € L2 (0, L; L¥(w)) ‘ /pz(xg)(/\w(x, xg)\zdx> dyg < oo}
0 w

Théoréme 5.1.La solution de(5) s’écritu® = U? + i®. On suppose qu¢ appartient aH*(0, L). On a alors

| @) =80 <C8 [ T(oy@)) = 2y U 20,1120 < €3

0,L; HY(w; ]R3))

Les constantes sont indépendantes de

Idée de la démonstration. Les estimations globales s’obtiennent en partant du probléme éclaté (7) et en procédant
comme dans [2]. On en déduit ensuite Weg o < (5852, Les estimations es? ou 82 s’obtiennent en procédant
(]

comme dans [3]. O
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