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Résumé

On présente une décomposition des déplacements d’une poutre. On utilise ensuite cette décomposition pour sim
problème d’élasticité 3D. Le problème formel obtenu est un système différentiel dépendant de l’épaisseur de la po
donne des estimations de l’erreur.Pour citer cet article : G. Griso, C. R. Mecanique 333 (2005).
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Abstract

Decomposition of rod displacements: simplification of an elasticity problem.We present a decomposition of rod d
placements. Then we use this decomposition to simplify an 3D linearized elasticity problem. The formal problem obt
a differential system which depends on the thickness of the rod. We give error estimates.To cite this article: G. Griso, C. R.
Mecanique 333 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

This Note presents a new decomposition of rod displacements and a simplification in the strain tensor. W
these results to obtain error estimates in a three-dimensional linearized elasticity problem. We prove that th
error is of orderδ1/2 and that the interior error is of orderδ (the rod thickness is in O(δ) and its length is equa
to L).

The rod is denotedΩδ = ωδ × ]0,L[ whereωδ = δω (ω is the reference cross-section).
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In Section 2 we present the decomposition and some estimations of the displacements of the rodΩδ . We give
the definition of the elementary displacementUe associated with a displacementu (generalisation of the Bernoulli
Navier displacement). UsingUe, we get information about the displacement of the rod middle line and abou
cross-section’s rotation. The differenceu − Ue = ū expresses the warping of rod cross-section. In Theorem 2.
give estimates forUe andū in relation to the norm of the energy deformation ofu (see also [1]).

Section 3 is dedicated to the formal displacements of the virtual rodΩ = ω × ]0,L[ and to the formal strain
tensor of these displacements. The unfolding operatorTδ is introduced in Definition 3.1. This transformation allow
us to work on the fixed domainΩ . To simplify the unfolded strain tensor we suggest eliminating the pa
derivatives with respect tox3 of the warpingū (see Theorem 3.2 for a justification). Thus we obtain a formal st
tensor of the unfolded displacement and a space of formal displacementsDf of the virtual rodΩ .

To illustrate the previous method, we study the problem introduced by (5). In this problem the forces
thogonal to the Bernoulli–Navier displacements. Then we set the formal elasticity problem(7) in Df . We write
its solutionU

δ,a
e + �Uδ,a . We introduce correctors to express the ‘corrector’�Uδ,a in terms of the derivatives of th

componentsU δ,a andRδ,a of the elementary displacementU
δ,a
e (Theorem 4.1). Theorem 4.2 gives the variatio

problems verified by the middle line displacementU δ,a and the rotation anglesRδ,a .
The last section of this Note is dedicated to error estimates. The techniques leading to these estimate

same as those presented in [2,3] for the unfolding method in periodic homogenization. We give (Theorem
distance between the unfolded warpingTδ(ū

δ) andδ�Uδ,a and the distance between the unfolded stress tens
the solution of (5) and the formal stress tensor of the solution of (7).

We do not easily obtain the asymptotic behavior of problem (5) if we use an asymptotic expansion
asymptotic variational method (see [4] or [5–7]).

The detailed proofs will be presented in a forthcoming article.

1. Introduction

Cette Note présente une décomposition des déplacements d’une poutre et une application de cette déco
à la simplification des équations 3D de l’élasticité linéarisée.

La poutre est notéeΩδ = ωδ × ]0,L[ oùωδ = δω (ω est la section droite de référence de la poutre).
Dans la première partie on définit le déplacement élémentaireUe associé à un déplacementu de la poutreΩδ .

Grâce àUe nous avons des informations sur le déplacement de la ligne moyenne de la poutre et sur les
de ses sections droites. La différenceu − Ue = ū rend compte du gauchissement des sections droites. Le T
rème 2.2 donne les estimations deUe et de ū en fonction de la norme de l’énergie de déformation deu (voir
également [1]).

La seconde partie est consacrée aux déplacements formels de la poutre de référenceΩ = ω×]0,L[ et au tenseu
formel des déformations de ces déplacements. L’opérateur d’éclatement est introduit dans la Définition
transformation par éclatement permet de travailler sur le domaine fixeΩ . On propose de simplifier les éclatés d
déformations d’un déplacement en supprimant certaines dérivées partielles par rapport àx3 (voir (3) et (4)). Le
Théorème 3.2 rend légitime cette simplification. On obtient ainsi un espaceDf de déplacements formels de
poutre de référenceΩ et pour ces déplacements un tenseur formel des déformations.

Le problème d’élasticité servant à illuster la méthode précédente est introduit par (5). C’est dansDf que l’on
écrit le problème formel d’élasticité (7). Sa solution estU

δ,a
e + �Uδ,a . L’introduction de correcteurs permet d’exp

mer �Uδ,a en termes des dérivées des composantesU δ,a etRδ,a du déplacement élémentaireU
δ,a
e (Théorème 4.1)

Le Théorème 4.2 donne les problèmes variationnels vérifiés parU δ,a etRδ,a .
Dans la dernière partie nous donnons des estimations de l’erreur. Les techniques conduisant à ces e

sont les mêmes que celles présentées dans [2,3]. On évalue (Théorème 5.1) la distance entre l’éclaté du t
contraintes de de la solution de (5) et le tenseur formel des contraintes de la solution de (7).
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2. Décomposition des déplacements d’une poutre

On se donne un domaine bornéω deR
2 de frontière lipschitzienne. On suppose que l’origine deR

2 est le centre
de gravité deω et que les axes du repère(O; �e1) et (O; �e2) sont les axes principaux d’inertie deω. La poutre est le
domaineΩδ = ωδ × ]0,L[ oùωδ est l’homothétique deω dans l’homothétie de rapportδ et de centre l’origine. La
section droite de la poutre est le domaine planωδ ×{x3}, x3 ∈ [0,L]. La ligne moyenne de la poutre est le segm
de droite d’origine(0,0,0) et d’extrémité(0,0,L). La poutre de référence estΩ = ω × ]0,L[.

Le point courant deΩδ est notéx = (x1, x2, x3), celui deΩ est noté(X1,X2, x3) = (X,x3) et celui deω

est notéX = (X1,X2). La variablex3 est la variable macroscopique ; les variablesX1 et X2 sont les variables
microscopiques.

Le produit scalaire deR3 est noté· et la norme euclidienne deR3 est noté‖ · ‖2. Les indices grecsα et β

appartiennent à l’ensemble{1,2} quant aux indices latinsi, j , k et l ils appartiennent à l’ensemble{1,2,3}. Dans
toute cette Note nous utilisons la convention des indices répétés.

Définition 2.1.Un déplacement élémentairede la poutreΩδ est un déplacement de la forme

u(x) = U(x3) +R(x3) ∧ (x1�e1 + x2�e2), x = x1�e1 + x2�e2 + x3�e3, U,R ∈ L1(0,L;R
3)

Sous l’action d’un petit déplacement élémentaire la section droiteωδ ×{x3} est translatée deU(x3) et tourne autou
du vecteurR(x3) d’un petit angle de mesure‖R(x3)‖2 ; U est également le déplacement de la ligne moye
de la poutre. Après déplacement, la section droite de la poutre n’est plus orthogonale à sa ligne moy
torsion de la poutre (rotation de la section droite autour de sa ligne moyenne) est donnée par le dép
R3(x3)�e3 ∧ (x1�e1 + x2�e2). La troisième composante deR(x3) est une mesure de l’angle de torsion de la sec
droiteωδ × {x3}.

Tout déplacementu appartenant àL1(Ωδ;R
3) s’écrit de façon unique

u(x) = Ue(x) + ū(x), Ue(x) = U(x3) +R(x3) ∧ (x1�e1 + x2�e2)

oùUe est un déplacement élémentaire et oùū vérifie p.p. dans]0,L[∫
ωδ

ūi(x1, x2, ·) =
∫
ωδ

xαū3(x1, x2, ·) =
∫
ωδ

{
x1ū2(x1, x2, ·) − x2ū1(x1, x2, ·)

} = 0 (1)

Le déplacement̄u est legauchissementdes sections droites de la poutre.
Pour tout ouvertO deR

N et tout déplacementu appartenant àH 1(O;R
N) on note

|u|D,O = ‖∇u‖[L2(O)]N2 , |u|E,O = ∥∥(∇u)S
∥∥[L2(O)]N2 , γkl(u) = 1

2

{
∂uk

∂xl

+ ∂ul

∂xk

}

(∇u)S désigne la partie symétrique du gradient deu ou tenseur des déformations.

Théorème 2.2. Pour tout déplacementu appartenant àH 1(Ωδ;R
3) les composantesU et R du déplacemen

élémentaireUe appartiennent àH 1(0,L;R
3), le gauchissement̄u appartient àH 1(Ωδ;R

3) et on a de plus les
estimations suivantes:

|Ue|E,Ωδ
� C|u|E,Ωδ

, |ū|D,Ωδ
� C|u|E,Ωδ

, ‖ū‖L2(Ωδ;R3) � Cδ|u|E,Ωδ
(2)

Les constantes ne dépendent que deω.

La poutre est maintenant fixée en ses deux extrémitésωδ × {0} etωδ × {L}
H 1 (Ω ;R

3) = {
u ∈ H 1(Ω ;R

3) | u = 0 surω × {0} ∪ ω × {L}}
Γ0 δ δ δ δ
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Pour toutu appartenant àH 1
Γ0

(Ωδ;R
3) l’inégalité de Korn et les estimationsL2 deui sont les conséquences de

|u|D,Ωδ
� C

L

δ
|u|E,Ωδ

, ‖uα‖L2(Ωδ)
� C

L2

δ
|u|E,Ωδ

, ‖u3‖L2(Ωδ)
� CL|u|E,Ωδ

Dans la suite de cette Note tous les déplacements de la poutreΩδ sont décomposés en la somme d’un déplacem
élémentaire et d’un gauchissement vérifiant (1).

3. Le tenseur formel des déformations des déplacements de la poutre de référence

Définition 3.1. Soitφ une fonction appartenant àL1(Ωδ). L’éclatéTδ(φ) deφ est défini par

Tδ(φ)(X1,X2, x3) = φ(δX1, δX2, x3), (X1,X2, x3) ∈ Ω

Soitu = Ue + ū, Ue(x1, x2, ·) = U +R∧ (x1�e1 + x2�e2), un déplacement appartenant àH 1(Ωδ;R
3). Les com-

posantes du tenseur des déformations sont


γ33(u) = dU3

dx3
− x1

dR2

dx3
+ x2

dR1

dx3
+ ∂ū3

∂x3

γ13(u) = 1

2

(
dU1

dx3
−R2 − x2

dR3

dx3
+ ∂ū1

∂x3
+ ∂ū3

∂x1

)
, γαβ(u) = 1

2

(
∂ūα

∂xβ

+ ∂ūβ

∂xα

)

γ23(u) = 1

2

(
dU2

dx3
+R1 + x1

dR3

dx3
+ ∂ū2

∂x3
+ ∂ū3

∂x2

) (3)

On pose�U = 1
δ
Tδ(ū). On associe au déplacementu le déplacement formel de la poutre de référenceΩ , U(X,x3) =

U(x3) + δR(x3) ∧ (X1�e1 + X2�e2) + �U(X,x3) pour presque tout(X,x3) dansΩ . On définit le tenseur formel de
déformations du déplacementU en supprimant les dérivées partielles de�Ui par rapport àx3



Γ33(U) = dU3

dx3
− X1δ

dR2

dx3
+ X2δ

dR1

dx3

Γ13(U) = 1

2

(
dU1

dx3
−R2 − X2δ

dR3

dx3
+ ∂ �U3

∂X1

)
, Γαβ(U) = 1

2

(
∂ �Uα

∂Xβ

+ ∂ �Uβ

∂Xα

)

Γ23(U) = 1

2

(
dU2

dx3
+R1 + X1δ

dR3

dx3
+ ∂ �U3

∂X2

) (4)

Théorème 3.2.Soientu ∈ H 1(Ωδ;R
3) etU = Tδ(u) son éclaté. On a∥∥Γij (U)

∥∥
L2(Ω)

� |u|E,Ωδ

δ
,

∥∥Tδ

(
γi3(u)

) − Γi3(U)
∥∥

L2(ω;(H1(0,L))
′
)
� C|u|E,Ωδ

+ C√
δ
|u|E,Ω ′

δ

oùΩ ′
δ = ωδ × ]0, δ[ ∪ ωδ × ]L − δ,L[. Les constantes sont indépendantes deL et deδ.

On introduit ci-dessous l’espace des déplacements formels de la poutre de référenceΩ

Dg =
{
φ̄ ∈ H 1(ω;L2(0,L;R

3)
) ∣∣∣ ∫

ω

φ̄i(X, ·) =
∫
ω

Xαφ̄3(X, ·) =
∫
ω

{
X1φ̄2(X, ·) − X2φ̄1(X, ·)} = 0

}

Df = {
V ∈ L2(Ω;R

3) | V = V +A∧ (X1�e1 + X2�e2) + �V , V,A ∈ H 1
0 (0,L;R

3), �V ∈ Dg
}

On munitDf de la norme associée au produit scalaire〈Φ,Ψ 〉 = ∫
Ω

Γij (Φ)Γij (Ψ ). Cette norme est équivalen
à la norme deH 1

0 (0,L;R
3) × H 1

0 (0,L;R
3) × H 1(ω;L2(0,L;R

3)). Le tenseur formel des déformations d’
déplacement appartenant àDf se définit par les égalités (4).
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4. Simplification d’un problème d’élasticité linérarisée

La poutre est constituée d’un matériau homogène et isotrope. Les composantes du tenseur des contra
σij (u) = aijklγkl(u)où aijkl = λδij δkl + µ(δikδjl + δilδjk). Les constantesλ etµ sont les coefficients de Lamé d
matériau.

On cherche une solution approchée du problème d’élasticité linéarisée

uδ ∈ H 1
Γ0

(Ωδ;R
3),

∫
Ωδ

σij (u
δ)γij (v) =

∫
Ωδ

F δ · v +
∫

∂Ωδ

Gδ · v ∀v ∈ H 1
Γ0

(Ωδ;R
3) (5)

La densité des forces de volumeFδ est colinéaire à�e1 et la densité des forces de surfaceGδ est colinéaire à�e3.
On suppose de plus que ce système de forces est orthogonal aux déplacements de Bernoulli–Navier. On
l’hypothèse qu’il existef ∈ L2(0,L) tel que pour tout déplacementv ∈ H 1

Γ0
(Ωδ;R

3)

∫
Ωδ

F δ · v +
∫

∂Ωδ

Gδ · v =
∫
ωδ

L∫
0

δf

(
dV1

dx3
−A2

)
+ O(δ3)|uδ|E,Ωδ

, v = Ve + v̄ (6)

où Ve(x1, x2, ·) = V + A ∧ (x1�e1 + x2�e2) avecV,A ∈ H 1
0 (0,L;R

3). La solution de (5) vérifie l’estimation
|uδ|E,Ωδ

� Cδ2.
Le problème formel d’élasticité s’écrit


Uδ,a = U

δ,a
e + �Uδ,a ∈ Df , U

δ,a
e (X, ·) = U δ,a +Rδ,a ∧ (X1�e1 + X2�e2), �Uδ,a ∈Dg

∫
Ω

Σij (U
δ,a)Γij (V ) =

∫
ω

L∫
0

δf

(
dV1

dx3
−A2

)
∀V ∈Df (7)

oùΣij (U
δ,a) = aijklΓkl(U

δ,a) sont les composantes du tenseur formel des contraintes.

4.1. Les correcteurs et le déplacement correcteur�Uδ,a

On note


χ11(X) = −X1X2 − a1X2, χ12(X) = −X2
2 − X2

1

2
+ a1X1 + b1

χ21(X) = −X2
1 − X2

2

2
− a2X2 + b2, χ22(X) = −X1X2 + a2X1

Les constantesaα et bα sont déterminées par les conditions
∫
ω
{X1χα2 − X2χα1} = ∫

ω
χ12 = ∫

ω
χ21 = 0. On in-

troduit l’espaceDg3 = {φ ∈ H 1(ω) | ∫
ω

φ = ∫
ω

Xαφ = 0} et les trois correcteurs supplémentairesχ1, χ2 et χ3

appartenant àDg3
∫
ω

∇χα∇φ = − ∫
ω

∂φ
∂Xα

,
∫
ω

∇χ3∇φ = − ∫
ω
{X1

∂φ
∂X2

− X2
∂φ
∂X1

} ∀φ ∈ Dg3. Tous ces correcteur

permettent d’exprimer�Uδ,a en termes des dérivées deU δ,a et deRδ,a .

Théorème 4.1.Le terme correcteur�Uδ,a est donné par


�Uδ,a
α (X, ·) = ν

(
−Xα

dU δ,a
3

dx3
− χ1α(X)δ

dRδ,a
1

dx3
+ χ2α(X)δ

dRδ,a
2

dx3

)

�Uδ,a
3 (X, ·) = χ1(X)

(
dU δ,a

1

dx3
−Rδ,a

2

)
+ χ2(X)

(
dU δ,a

2

dx3
+Rδ,a

1

)
+ δχ3(X)

dRδ,a
3

dx3

(8)

où ν est le coefficient de Poisson.
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On en déduit ensuite le tenseur formel des contraintes puis les problèmes vérifiés par les composanteU δ,a et
Rδ,a du déplacement élémentaire approchéU

δ,a
e .

Théorème 4.2. La traction-compressionU δ,a
3 est nulle. Les flexionsU δ,a

α et les angles de rotationRδ,a
i sont les

solutions du problème couplé


(
U δ,a

1 ,U δ,a
2 ,Rδ,a

) ∈ H 1
0 (0,L;R × R × R

3)

EI3−αδ2

L∫
0

dRδ,a
α

dx3

dAα

dx3
+ µ

L∫
0

A




dU δ,a
1

dx3
−Rδ,a

2

dU δ,a
2

dx3
+Rδ,a

1

δ
dRδ,a

3
dx3


 ·




dV1
dx3

−A2

dV2
dx3

+A1

δ
dA3
dx3




=
L∫

0

δf

(
dV1

dx3
−A2

)
∀(V1,V2,A) ∈ H 1

0 (0,L;R × R × R
3)

(9)

où Iα = 1
|ω|

∫
ω

X2
α , A =

(
1− (χ1, χ1) −(χ1, χ2) −(χ1, χ3)

−(χ2, χ1) 1− (χ2, χ2) −(χ2, χ3)

−(χ3, χ1) −(χ3, χ2) I1 + I2 − (χ3, χ3)

)
; (χi,χj ) = 1

|ω|
∫
ω

∇χi∇χj .

5. Estimations de l’erreur

On poseρ(t) = inf{t, (L − t)}, t ∈ [0,L]. On introduit l’espace

L2
ρ

(
0,L;L2(ω)

) =
{

ψ ∈ L2
loc

(
0,L;L2(ω)

) ∣∣∣∣
L∫

0

ρ2(x3)

(∫
ω

∣∣ψ(X,x3)
∣∣2 dX

)
dx3 < ∞

}

Théorème 5.1.La solution de(5) s’écrit uδ = Uδ
e + ūδ . On suppose quef appartient àH 1(0,L). On a alors∥∥Tδ(ū

δ) − δ�Uδ,a
∥∥

L2
ρ(0,L;H1(ω;R3))

� Cδ3,
∥∥Tδ

(
σij (u

δ)
) − Σij (U

δ,a)
∥∥

L2
ρ(0,L;L2(ω))

� Cδ2

Les constantes sont indépendantes deδ.

Idée de la démonstration.Les estimations globales s’obtiennent en partant du problème éclaté (7) et en pro
comme dans [2]. On en déduit ensuite que|uδ|E,Ω

′
δ
� Cδ5/2. Les estimations enδ2 ouδ3 s’obtiennent en procédan

comme dans [3]. �
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