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Résumé

Grâce à des transformations conformes simples, on propose un moyen de décrire un écoulement potentiel bidim
autour d’un obstacle de forme quelconque en rotation. Dans la continuité on établit une expression simplifiée des co
de la matrice masse/moment d’inertie ajouté. On souligne aussi l’intérêt de connaître partout dans le domaine fluide le
de perturbation en vue d’une formulation intégrale des efforts en écoulement de fluide visqueux et incompressible.Pour citer
cet article : Y.-M. Scolan, C. R. Mecanique 333 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Some aspects of the potential flow around rotating bodies.On the basis of simple conformal mappings, we prese
method to describe a two-dimensional potential flow around a rotating obstacle of arbitrary section. As a result, a s
expression of the matrix of added mass and added moment of inertia is obtained. We also underline the need to dete
perturbation potential all over the fluid domain. Indeed, this is of practical interest in order to express the hydrodynamic
in incompressible viscous flow.To cite this article: Y.-M. Scolan, C. R. Mecanique 333 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

Two-dimensional potential flows are calculated around simply connected bodies in rotation. The corres
boundary value problem is usually formulated in terms of a velocity potentialφ (see Eqs. (1)). This boundary valu
problem can be solved by classical numerical methods like the Boundary Integral Method for instance. H
following [1] (Art 9.40, pp. 252–253), Eqs. (1) are advantageously formulated in terms of the stream funcψ

since a Dirichlet condition (non differential) is prescribed on the moving body surface. The existence of a c
potentialF = φ + iψ can hence be formally proven. Instead of calculatingF in the physical plane, it is expresse
in a transformed plane via a Conformal Mapping of the fluid domain. This Conformal Mapping transform
exterior of the body surface into the exterior of a unit circle. The relationship between the complex coordin
the physical and transformed planes – notedz andζ = ρeiα respectively – is depicted in Fig. 1.

The expression of the complex potential follows from a Laurent Series ofζ (Eq. (3)). This series has a sing
pole inside the body contour; it is hence analytic in the fluid domain. The coefficients of this series are dete
after performing a Fourier transform (inα) of the Dirichlet condition in Eqs. (2).

By identification, the velocity potential is computed on the body surface by means of a Fourier series inα. As a
consequence the calculation of the added moment of inertia is revisited (Eq. (6)). More generally the determ
of the coefficients in the matrix of added masses and moment of inertia can be substantially simplified. As
of fact, these coefficients are simply calculated on the basis of the Fourier coefficients ofφ (or ψ ) associated eac
to the three possible degrees of freedom in the plane (Eq. (7)). Except in [3], the obtained formulæ do no
in any classical textbooks in spite of their evident simplicity.

Applications are first considered for the ellipse. As described in [2] the added moment of inertia is well
analytically. For a rectangular section the computations show a rapid convergence of the Fourier series:/n4

wheren is the number of the Fourier mode. For a circle with regular fins, the convergence is much slower. H
when analytical data are available, the agreement with the present calculations is fairly good.

It is worth noting that this method of solution yields both the stream function and the velocity potential a
the fluid domain by using Fast Fourier Transforms. Indeed this is another result of this note to emphasize the
to know the solution of the boundary value problem (1) when the force and moment are to be calculated o
in an incompressible viscous flow. As a matter of fact, the velocity potentials associated to the three planar
of freedom appear in the force formulation originally developed by [9]. This formulation is an alternative met
the direct integration of the Cauchy Stress Tensor. In that case an explicit calculation of the pressure is not
This technique is also well adapted to the Lagrangian tracking method of the vorticity (discrete vortex
vortex). Applications of this formulation are found in [10] and some extensions are achieved in [11] by usin
formal Mapping. The present formulation significantly contributes to simplify the force and moment compu

1. Introduction

On se place dans le cadre de la théorie des écoulements potentiels bidimensionnels. On souhaite ré
problème aux limites vérifié par le potentiel de perturbation rendant compte d’un écoulement autour d’un o
simplement connexe en rotation. On désigne parφ ce potentiel, il est calculé dans le repère attaché au corp
rotation à la vitesse angulaireω autour de l’origineO du repère. Le potentielφ vérifie les équations suivantes


�φ = 0, dans le domaine fluideΩ
�∇φ · �n = −ω�n · (�z ∧ �r), sur la surfaceB du corps
�∇φ → 0, à l’infini ,

(1)

où �n désigne la normale extérieure au corps en tout point,�z est un vecteur unitaire perpendiculaire au plan
l’écoulement et�r est le vecteur qui relie l’origine du repère à un point du contourB. Les méthodes de résolutio
du problème aux limites (1) sont légion, mais il semble qu’il y en ait une plus simple que les autres. C’est
de cette Note d’en exposer le principe.
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2. Eléments théoriques

Dans [1] (Art 9.40 pp. 252–253) est établi le problème aux limites vérifié par la fonction de courant rela
même problème physique, il se formule


�ψ = 0, dans le domaine fluideΩ

ψ = 1
2ω|z|2, sur la surfaceB du corps

�∇ψ → 0, à l’infini

(2)

où z = x + iy désigne l’affixe d’un point dansΩ et |z| est son module. On montre facilement que l’écoulemen
question peut être décrit par un potentiel complexeF tel que

F(z) =
∞∑

n=0

an

ζ n
(3)

où l’affixe ζ = ξ + iη = ρ eiα désigne le point image dez = f (ζ ) par la transformation conforme inversef −1.
Comme préconisé par [2] (pp. 328–329), cette fonction transforme le domaineΩ extérieur àB en l’extérieur d’un
cercle unité. Le corps est donc décrit par l’équation|ζ | = 1 comme illustré par la Fig. 1. La fonctionF n’a de pôles
qu’à l’intérieur du corps, elle est donc analytique partout dansΩ . L’existence de la fonctionf est assurée par l
théorème de Riemann pour un corps simplement connexe.

Les coefficients complexesan sont déterminés par identification de la partie imaginaire deF d’une part au
second membre de la condition de Dirichlet pourψ d’autre part. On évalue donc la transformée de Fourie
1
2ω|z|2

1

2
ω|z|2 =

∞∑
n=0

An cosnα + Bn sinnα (4)

où la sommation peut être tronquée àN/2 modes de Fourier. Par conséquent on détermine le potentiel des v
de la partie réelle deF

φ =
N/2−1∑
n=0

1

ρn
[Bn cosnα − An sinnα] (5)

En pratique de simples Transformées de Fourier (FFT) sont nécessaires. On en déduit ensuite le momen
ajoutéeMz selon

Mz = ρf

ω2

∫
B

φφ,n d� = ρf

ω2

2π∫
0

�(F )�
[

dF

dζ
eiα

]
dα = πρf

∞∑
n=0

n|an|2 (6)

Fig. 1. Transformation géométrique du domaine physique extérieur au contour(B) en l’extérieur d’un cercle unité.
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où ρf est la masse volumique du fluide. Cette identité confirme queMz est calculé sur la base d’une simple F
à condition de pouvoir déterminer la transformation conformef . On trouve une formulation similaire dans [
mais curieusement, en dépit de sa réelle simplicité, elle n’apparaît dans ancun livre de base en Hydrody
De surcroît cette formulation appelle une généralisation. On peut en effet calculer tous les coefficientsλij de la
matrice masse/moment d’inertie ajoutés à partir de l’équation

λij = πρf

∞∑
n=0

n
(
A(i)

n A
(j)
n + B(i)

n B
(j)
n

)
(7)

où(A
(i)
n ,B

(i)
n )i=1,2,3 sont les coefficients de Fourier de(−y(α), x(α), 1

2r2(α)) respectivement. C’est là le princip
résultat de cette Note.

3. Applications

Pour un corpsB de forme elliptique, les développements analytiques sont détaillés dans [2]. La transfor
conformef est donnée par

z = f (ζ ) = 1

2

[
(a + b)ζ + a − b

ζ

]
(8)

où (a, b) désignent les demi-axes. Par conséquent le moment d’inertie ajoutéeMz se déduit exactement du mode
de la série de Fourier (4), soit

Mz = 1

8
πρf

(
a2 − b2)2

(9)

Pour une section rectangulaire on utilise successivement la transformation de Karman–Trefftz (voir
exemple) puis la transformation de Theodorsen–Garrick (voir [5]). La première transformation s’appuie
simples formules analytiques. La deuxième met en œuvre une succession de Transformées de Fourier
inverses dans un algorithme de point fixe. La précision est donc liée à la convergence de cet algorithme. L
tive est une classique transformation de Schwartz–Christoffel mais avec des limitations notamment pour
le potentielφ du problème aux limites (1) partout dans le domaine fluide. Avec quelques astuces (voir [6]
il est néanmoins possible d’exprimerMz sous forme d’intégrales et de séries calculables analytiquement
numériquement.

Pour le cas particulier du carré, on confronte la formulation présente à celle déjà disponible dans la litt
La formule (6) fournit la valeur numériqueMz = 0.72456ρf a4 avecN = 29 modes de Fourier, à comparer à
valeurMz = 0.724576ρf a4 fournie par [7] (Eq. (74), p. 7). La Fig. 2 montre la variation de|an| avecn pour les
seuls indicesn = 4p avecp entier non nul. Une régression linéaire montre que les termes de la série (6) décr
approximativement comme 1/n4.

On considère ensuite une section circulaire munie d’ergots droits comme illustré sur la Fig. 3. La transfo
conforme est décrite dans [8]. Le moment d’inertie ajoutée est calculé de manière analytique par [7]. Sa
s’appuie sur une transformée de Hilbert du potentiel et conduit au calcul d’une intégrale par valeur pr
relativement compliquée. Pour un cercle de rayona muni de 2 ergots de longueurb − a, [7] obtient

Mz = ρf a4
(

2β2 − β sin 4β + 1/2 sin2 2β

π sin4 β
− π

2

)
, sinβ = 2ab

a2 + b2
, β ∈

[
π

2
: π

]
(10)

La Fig. 4 compare le résultat des Éqs. (6) et (10). Du fait de la forte irrégularité du contour, la décroissa
termesn|a |2 de la série (6) est lente comme le montre la Fig. 5.
n
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Fig. 2. Section carrée : variation de|an| avecn pourn = 4p et p
entier non nul ; une régression linéaire (ligne) est superposée aux
résultats numériques (symboles).

Fig. 3. Exemple de section cir-
culaire de rayona munie d’er-
gots droits (ici 7) de longueur
b − a répartis uniformément
le long du contour.

Fig. 4. Section circulaire munie de 2 ergots : variation de
Mz/(ρf a4) avec la longueur(b − a)/a des ergots ; comparai-
son des résultats numériques (symboles) et analytiques (trait
plein).

Fig. 5. Section circulaire munie de 2 ergots droits de longueur
(b−a)/a = 0.5 ; variation den|an|2 avecn pour les modes paires
seulement, par symétrie les modes impaires sont identiquemen
nuls.

4. Connexion avec les écoulements de fluide visqueux

On ne peut justifier l’utilisation du moment d’inertie ajoutée en rotation autour d’un corps que lorsq
hypothèses à la base de la théorie potentielle, sont vérifiées. Cela signifie que pour un obstacle non circ
aspérités ou corrugations doivent être de faible amplitude de telle sorte que l’écoulement résultant soit peu
On ne peut donc considérer que des écoulements à faibles nombres de Keulegan–Carpenter entre autres

Il y a néanmoins des circonstances où le calcul du potentiel de perturbationφ introduit plus haut est fort ap
préciable alors que pourtant on s’intéresse aux écoulements bidimensionnels de fluide visqueux et incom
En effet sur la base des travaux entrepris par [9], il est proposé une formulation alternative à l’intégration
du tenseur de Cauchy qui évite de calculer explicitement la pression. Le principe est de projeter les é
de conservation de quantité de mouvement sur des fonctions solutions de problèmes aux limites du type
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technique est appliquée dans [10] via une méthode deblob-vortex particulièrement bien adaptée à cette formulat
Plus récemment on étend dans [11] le champ d’application de cette méthode grâce à l’emploi de transf
conforme. Les présents résultats contribuent significativement à la simplification des formules pour le c
moment.
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