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Résumé

Une solution explicite du champ de déplacement dû à une force ponctuelle dans un milieu infini est connue dans les cas des
matériaux élastiques linéaires isotropes, d’isotropie transversale et dans quelques autres cas qui s’obtiennent de ceux-ci par une
transformation linéaire. Dans cette Note, nous considérons une famille de matériaux élastiques linéaires caractérisés par le fait
que la surface indicatrice de certains paramètres élastiques, i.e. le diagramme polaire donnant la valeur de ces paramètres dans
différentes directions, est ellipsoïdale. Nous montrons d’abord qu’il s’agit d’une famille de matériaux dépendant de 12 paramètres
et dont l’expression générale du tenseur des modules d’élasticité peut être donnée à l’aide de deux tenseurs symétriques d’ordre 2.
Nous montrons ensuite que, pour ces matériaux, il est possible de trouver une solution explicite du problème de Green du milieu
infini et nous donnons une première expression de cette solution. Pour citer cet article : A. Pouya, C. R. Mecanique 335 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Green’s function for materials with ellipsoidal anisotropy. An explicit solution for the Green function of the infinite medium
in linear elastic materials is known only for isotropic and transversely isotropic materials and for some other cases obtained by
a linear transformation. In this Note, we consider a family of linear elastic materials characterized by the property that for some
elastic parameters, the polar diagram giving the value of these parameters in different directions is ellipsoidal. We show first that
this family of materials depends on 12 independent parameters and that the elastic moduli tensor of these materials can be defined
by two second order symmetric tensors. We show then that for these materials an explicit solution for the Green function of the
infinite medium can be given and we give a first expression for this solution. To cite this article: A. Pouya, C. R. Mecanique 335
(2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction

La solution du champ de déplacement dû à une force ponctuelle, appelée fonction de Green, est la clé de résolution
d’un grand nombre de problèmes de l’élasticité linéaire. Une solution explicite de fonction de Green pour le milieu

Adresse e-mail : pouya@lcpc.fr.
1631-0721/$ – see front matter © 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crme.2007.05.001



408 A. Pouya / C. R. Mecanique 335 (2007) 407–413
infini était connue uniquement pour les matériaux isotropes [1] et d’isotropie transversale [2–5]. Par une transforma-
tion linéaire de la géométrie et du comportement [6,7], la solution du cas isotrope a pu être étendue aux matériaux
anisotropes de Saint Venant [8,9] dépendant de quatre paramètres intrinsèques. La même transformation appliquée
aux matériaux à isotropie transversale définit une famille à 12 paramètres indépendants [7] pour lesquelles la solution
de fonction de Green a pu être également établie [10].

Saint Venant a introduit plusieurs familles de matériaux élastiques linéaires anisotropes dont l’anisotropie se ca-
ractérise par le fait que la surface indicatrice de certains paramètres élastiques est un ellipsoïde [8]. Certains de ces
modèles ont été utilisés dans les années récentes pour décrire les géomatériaux et les matériaux fissurés [9]. Dans ce
travail, nous présentons une des principales familles de ces « matériaux ellipsoïdaux » pour laquelle nous montrons
qu’il est possible d’établir une solution explicite de la fonction de Green du milieu infini.

Notations. Nous notons εijk le tenseur complètement antisymétrique de Levi-Civita prenant la valeur 1 si (i, j, k)

est une permutation paire de (1,2,3), −1 si c’est une permutation impaire et zéro sinon. Pour deux vecteurs a et b,
deux tenseurs d’ordre 2 symétriques A et B et un tenseur C d’ordre 4, nous notons ‖a‖ = √

aiai , a . b = aibi , (a ∧
b)i = εijkaj bk , (a ⊗ b)ij = aibj , (A . a)i = Aijaj , (AB)ij = AikBkj , A : B = AijBji , |A| = εijkεlmnAilAjmAkn/6
(déterminant de A) et (C : A)ij = CijklAlk .

2. « Matériaux ellipsoïdaux »

Pour un tenseur des modules d’élasticité C, notons n un vecteur unitaire et c(n) le coefficient d’élasticité dans la
direction n défini par :

c(n) = (n ⊗ n) : C : (n ⊗ n) (1)

et considérons la surface indicatrice de −4
√

c(n), définie par l’équation polaire :

r(n) = −4
√

c(n) (2)

Notons Φ̂4 la famille des matériaux pour lesquels cette surface est un ellipsoïde. Cette famille qui comprend des
éléments non orthotropes dépend de 12 paramètres indépendants [9] et sa sous-famille orthotrope, de 6 paramètres
intrinsèques [8]. Ci-dessous, nous allons d’abord déterminer la forme générale des éléments de cette famille et calculer
ensuite une solution explicite de fonction de Green pour ces éléments.

3. Forme générale du tenseur des coefficients d’élasticité

En notant x = rn, on trouve que l’équation polynomiale de la surface (2) s’écrit :

(x ⊗ x) : C : (x ⊗ x) = 1 (3)

L’équation d’un ellipsoïde peut être écrite sous la forme x . D . x = 1 où D est un tenseur symétrique et défini-positif.
On peut écrire la même équation sous la forme (x . D . x)2 = 1. On a donc l’équivalence :

∀x; (x ⊗ x) : C : (x ⊗ x) = 1 ⇔ (x . D . x)2 = 1 (4)

Comme les deux polynômes (x ⊗ x) : C : (x ⊗ x) et (x . D . x)2 sont homogènes de degré 4, cette propriété implique :
∀x; (x ⊗ x) : C : (x ⊗ x) = (x . D . x)2. Donc, en notant S+

2 la famille des tenseurs d’ordre 2 symétriques et définis-
positifs, on peut définir Φ̂4 par :

C ∈ Φ̂4 ⇔ ∃D ∈ S+
2 ; {∀x; (x ⊗ x) : C : (x ⊗ x) = (x . D . x)2} (5)

Pour déterminer la forme explicite de C ∈ Φ̂4, définissons F par :

Fijkl = Cijkl − 1

2
(DikDjl + DilDjk) (6)

On trouve qu’il vérifie :

∀x; (x ⊗ x) : F : (x ⊗ x) = 0 (7)
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et possède les mêmes symétries qu’un tenseur de modules d’élasticité :

Fijkl = Fijlk = Fklij (8)

Cherchons la forme générale d’un tenseur F vérifiant ces propriétés. L’Éq. (7) implique que pour tous vecteurs
x, y, a et b nous pouvons écrire :

(x ⊗ x) : F : (x ⊗ x) + (y ⊗ y) : F : (y ⊗ y) − 2(a ⊗ a) : F : (a ⊗ a) − 2(b ⊗ b) : F : (b ⊗ b) = 0 (9)

En prenant dans cette relation x = a + b et y = a − b et en utilisant (8), on trouve :

∀a, b; (a ⊗ a) : F : (b ⊗ b) + 2(a ⊗ b) : F : (a ⊗ b) = 0 (10)

Définissions M par :

Mijkl = (Fijkl + Fikjl + Filjk)/3 (11)

Ce tenseur possède les symétries Mijkl = Mijlk = Mklij . La relation (10) permet de montrer que ∀a, b; (a ⊗ a) : M :
(b ⊗ b) = 0, ce qui suffit pour montrer que M = 0. Définissons maintenant le tenseur symétrique L par :

Lpq = 1

3
εpikεqjlFijkl (12)

En utilisant les identités mathématiques :

εimnεipq = δmpδnq − δmqδnp, εimnεjmn = 2δij (13)

on montre que (εikmεjln + εilmεjkn) Lmn/2 = Fijkl − Mijkl , et comme Mijkl = 0,

Fijkl = 1

2
(εikmεjln + εilmεjkn) Lmn (14)

Un tenseur d’ordre 4 vérifiant les propriétés (7) et (8) s’exprime ainsi sous la forme (14) à l’aide d’un tenseur d’ordre
2 symétrique.

En conséquence, la forme générale d’un élément de Φ̂4 est donnée par l’expression suivante dans laquelle D est
un tenseur symétrique et défini-positif et L est symétrique :

Cijkl = 1

2
(DikDjl + DilDjk) + 1

2
(εikmεjln + εilmεjkn)Lmn (15)

La famille Φ̂4 dépend donc de 12 paramètres indépendants comme cela a pu être montré d’une autre manière [9].
Notons que la condition que C soit défini-positif impose des bornes sur les valeurs de L relativement à D.

En ce qui concerne les symétries possibles des éléments de Φ̂4, on peut noter qu’elles doivent être recherchées
parmi celles de la surface indicatrice de −4

√
c(n). En effet, si le tenseur orthogonal R représente une symétrie de C,

i.e. si CijklRimRjnRkpRlq = Cmnpq , alors la surface (3) est également invariante par la transformation x′ = R . x.
Or, si les 3 diamètres principaux de cet ellipsoïde sont différents, ses symétries se réduisent à trois symétries planes
(et leurs combinaisons) par rapport aux plans de symétrie de D. Pour que ces plans constituent des plans de symétrie
de C, il faut qu’ils soient aussi des plans de symétrie de L, ce qui n’est pas vrai dans le cas général. Ainsi, l’élément
général de Φ̂4 peut ne posséder aucune symétrie plane ni de rotation. En revanche, si D et L commutent, alors C est
orthotrope ; s’ils possèdent la symétrie transversale autour d’un axe commun, alors C possède la même symétrie et,
s’ils sont sphériques, C est isotrope. Ainsi, la famille Φ̂4, comme les familles définies par d’autres types d’anisotropies
ellipsoïdales [9], recoupe différentes classes de symétrie des matériaux élastiques définies à partir d’invariance par
rotations ou symétries planes [13].

4. Calcul de la fonction de Green

La fonction de Green du milieu infini G(x), solution de Cijkl∂jkGlm = δimδ(x) et nulle à l’infinie, peut être
calculée par la formule intégrale suivante [2,11,12] :

G(x) = 1

8π2r

2π∫
Γ −1(n)dθ (16)
0
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Dans cette formule, r = ‖x‖ et n est le vecteur unitaire parcourant le cercle de rayon unité dans le plan orthogonal à
x et paramétré par θ . Le tenseur acoustique Γ (n) est défini par :

Γik = Cijklnjnl (17)

Il est bien connu que le calcul de G par (16) se heurte au problème de factorisation d’un polynôme de degré 6 pour
laquelle on ne connaît pas de solution explicite générale. En effet, Γ −1 peut être calculé par la matrice des co-facteurs
de Γ divisée par le déterminant |Γ | et, comme les composantes de Γ (n) sont des polynômes trigonométriques de
second degré en θ, |Γ (n)| est un polynôme de sixième degré. Mais nous montrons ci-dessous que, pour les matériaux
de la famille Φ̂4, cette factorisation devient possible grâce à la transformation définie dans [6,7] et ceci permet le
calcul explicite de G(x).

Soit, en effet, P un tenseur symétrique inversible. Notons Q = P −1 et définissons le tenseur C̃ par :

C̃mnpq = CijklQimQjnQkpQlq (18)

Il a été démontré [6,7] que C̃ décrit un nouveau matériau élastique linéaire et que les fonctions de Green du milieu
infini des deux matériaux, notés respectivement Get G̃, sont reliées par la relation :

G̃(x̃) = |P |P TG(x)P (19)

où x = P . x̃. Une solution explicite de G peut donc se déduire d’une solution explicite de G̃. Si on choisit P comme
étant l’unique solution symétrique et définie-positive de PP = D, en appliquant la transformation (18) et utilisant les
identités mathématiques (13) on trouve :

C̃mnpq = 1

2
(δmpδnq + δmqδnp) + Hmnpq (20)

avec Hmnpq = FijklQimQjnQkpQlq . Le tenseur H ainsi défini possède les propriétés (7) et (8). On peut donc écrire
H sous une forme analogue à (14) en utilisant (12). On trouve alors :

C̃ijkl = 1

2
(δikδjl + δilδjk) + 1

2
(εikmεjln + εilmεjkn)L

′
mn (21)

avec :

L′
ab = 1

6
εampεbnq(εikcεjld + εilcεjkd)QimQjnQkpQlqLcd (22)

En posant 2T = δ − L′ où δ est le tenseur d’identité, on écrit finalement :

C̃ijkl = δij δkl − (εikmεjln + εilmεjkn)Tmn (23)

Pour ce tenseur C̃, la formule (16) s’écrit :

G̃(x̃) = 1

8π2r̃

2π∫
0

Γ̃
−1

(n)dθ (24)

où r̃ = ‖x̃‖ et n parcourt le cercle de vecteurs unitaires orthogonaux à x̃ ; et où Γ̃ik(n) = C̃ijklnjnl est donné par :

Γ̃ik(n) = nink − εilmεjknTmnnjnl (25)

On remarque que n est vecteur propre de Γ̃ (n) de valeur propre 1. Notons x̂ = x̃/r̃ et t = n ∧ x̂ de sorte que (x̂, t, n)

constitue une base orthonormée directe. En calculant les composantes de Γ̃ (n) dans cette base, on trouve que ce
tenseur s’y écrit :

Γ̃ (n) =
⎡
⎣ α −β

−β ξ

1

⎤
⎦ (26)

avec :

ξ = x̂ . T . x̂, α = t . T . t, β = x̂ . T . t (27)
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Donc le déterminant de Γ̃ donné par :

γ = ∣∣Γ̃ (n)
∣∣ = ξα − β2 (28)

est un polynôme trigonométrique de second degré en θ . Ceci assure, comme nous le verrons ci-dessous, que l’intégrale
(24) peut être calculée explicitement.

5. Solution explicite de fonction de Green

Si on note :

X = T . x̂, B = ξT − X ⊗ X (29)

on trouve que le dernier membre de (28) peut s’écrire sous la forme t . B . t , soit :∣∣Γ̃ (n)
∣∣ = t . B . t (30)

Le tenseur B ne dépend que de T et de x̂. Il est symétrique et admet x̂ comme vecteur propre de valeur propre nulle.
Notons (x̂, u, v) une base propre directe de B . En prenant n = v , nous trouvons t = u et, d’après (30), u . B . u =
|Γ̃ (v)| > 0 car, pour tout n, le tenseur acoustique Γ (n) est symétrique et défini-positif. De même, on montre que
v . B . v = |Γ̃ (u)| > 0. Nous notons alors u . B . u = p2 et v . B . v = q2 où p > 0 et q > 0 et écrivons :

B = p2(u ⊗ u) + q2(v ⊗ v) (31)

Rappelons que p et q sont fonctions uniquement de T et de x̂.
Nous paramétrons le cercle des vecteurs unitaires orthogonaux à x̂ en utilisant u et v et en écrivant :

t = cos θu + sin θv, n = − sin θu + cos θv (32)

On déduit de (26) que :

Γ̃
−1

(n) = γ −1[ξ(x̂ ⊗ x̂) + α(t ⊗ t) + β(x̂ ⊗ t + t ⊗ x̂)
] + n ⊗ n (33)

En reportant (32) dans (27), (28) et (33), nous trouvons :

γ = ∣∣Γ̃ (n)
∣∣ = p2 cos2 θ + q2 sin2 θ (34)

et :

Γ̃
−1

(n) = γ −1[Φ11(x̂ ⊗ x̂) + Φ22(u ⊗ u) + Φ33(v ⊗ v) + Φ12(x̂ ⊗ u + u ⊗ x̂)

+ Φ13(x̂ ⊗ v + v ⊗ x̂) + Φ23(u ⊗ v + v ⊗ u)
]

(35)

où les Φij sont des polynômes trigonométriques de degré 4. Les termes impairs en sin θ ou cos θ donnent une contri-
bution nulle à l’intégrale (24) et les autres se convertissent en un polynôme pair en cosθ . L’intégrale (24) peut alors
se calculer à l’aide de la formule suivante, vraie pour tout a0, a1, a2 :

1

2π

2π∫
0

a0 + a1 cos2 θ + a2 cos4 θ

p2 cos2 θ + q2 sin2 θ
dθ = a0

pq
+ a1

p(p + q)
+ a2

p + 2q

2p(p + q)2
(36)

On trouve :

4πr̃G̃(x̃) = ξ

pq
x̂ ⊗ x̂ + 1

(p + q)

[
1

p
(x̂ . T . u)(x̂ ⊗ u + u ⊗ x̂) + 1

q
(x̂ . T . v)(x̂ ⊗ v + v ⊗ x̂)

]

+ 1

(p + q)2

[
(u . T . u)(u ⊗ u) + (v . T . v)(v ⊗ v) + (u . T . v)(u ⊗ v + v ⊗ u)

]
+

[
1

2(p + q)2
(u . T . u + v . T . v) + 1

2

]
(u ⊗ u + v ⊗ v)

+ q − p

2

[
1

(u . T . u)(u ⊗ u) − 1
(v . T . v)(v ⊗ v)

]
(37)
(p + q) p q
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La solution (37) représente une solution explicite de fonction de Green car les valeurs de ξ,p, q,u et v intervenant
dans cette formule peuvent être calculées par des opérations purement algébriques et directes à partir des données de
T et de x̂. En effet, p et q se déduisent des équations :

p2 + q2 = B : δ, p4 + q4 = B : B (38)

et u et v se déduisent des équations aux vecteurs propres B . u = p2u et B . v = q2v avec B donné par (29). Plus
précisément on écrit u = U /‖U‖ et v = V /‖V ‖ avec :

U = (
ξT − p2δ

)−1
X, V = (

ξT − q2δ
)−1

X (39)

On peut vérifier cette solution pour le cas isotrope : si T = ξδ on obtient pour C̃ le tenseur des modules d’élasticité
isotrope de coefficients de Lamé λ = 1 − 2ξ et μ = ξ . L’expression (29) conduit à B = ξ2(δ − x̂ ⊗ x̂) et donc
p = q = ξ . Les vecteurs u et v restent alors indéterminés mais le fait que (x̂, u, v) soit une base orthonormée permet
d’écrire :

u ⊗ u + v ⊗ v = δ − x̂ ⊗ x̂ (40)

et de calculer (37) pour trouver :

G̃(x̃) = 1

8πr̃ξ

[
(1 + ξ)δ + (1 − ξ)x̂ ⊗ x̂

]
(41)

Si, dans la solution classique de Kelvin–Thomson, on pose μ = ξ et ν = λ/[2(λ + μ)] = (1 − 2ξ)/[2(1 − ξ)], on
trouve bien (41).

6. Discussion et conclusion

On peut noter que l’expression (37), avec u et v déduites de (39), présente des dégénérescences correspondant aux
cas où les tenseurs ξT −p2δ et ξT −q2δ deviennent singuliers. Ces dégénérescences sont analogues à celles trouvées,
en utilisant les mêmes méthodes pour calculer la fonction de Green du milieu infini, pour l’isotropie transversale
dans [3], traitées et levées dans des travaux qui ont suivi [4,5,10]. On peut les lever dans (37) en y éliminant u et
v. En effet, dans le troisième terme entre crochets de (37), par exemple, u et v peuvent être éliminés en utilisant la
relation (40) dont on déduit aussi u . T . u + v . T . v = T : (δ − x̂ ⊗ x̂). Il est possible aussi d’éliminer u et v dans les
autres termes entre crochets de (37) en utilisant la symétrie des expressions par rapport aux couples (p,u) et (q, v),
mais cela demande des traitements plus longs que nous espérons pouvoir développer dans des travaux ultérieurs. Cela
n’empêche pas que la solution donnée sous la forme (37) puisse être utilisée pour différentes applications théoriques
ou numériques. Rappelons que cette solution couvre une large famille de matériaux à anisotropie tri-dimensionnelle
qui comprend en particulier des matériaux ne possédant aucun plan de symétrie et donc auxquels ne peut s’appliquer
le formalisme de Stroh [14,15].
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