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Résumé

On propose une intégrale duale en mécanique de la rupture ductile fondée sur l’énergie complémentaire. L’analyse de la dis-
sipation mécanique en présence ou non de discontinuités mobiles montre que le paramètre énergétique associé à la vitesse de
propagation est représenté par une intégrale de contour appropriée exprimée en terme d’énergie libre ou d’énergie complémen-
taire. On étudie alors l’invariance par rapport au contour de ces intégrales et on interpréte les résultats obtenus. Pour citer cet
article : C. Stolz, C. R. Mecanique 336 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Dual approach in fracture mechanics. We propose a dual approach in fracture mechanics based on complementary energy. The
analysis of the dissipation shows that the thermodynamical force associated with the evolution of a crack is an energy release rate,
form of which depends on the presence or not of mechanical discontinuities. This energy release rate is given as an integral based
on free or complementary energy. We analyse the invariance of such integrals and we discuss the obtained results in elastoplasticity.
To cite this article: C. Stolz, C. R. Mecanique 336 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

We study the propagation of a crack in the direction e1 in a volume Ω . Traction Td are prescribed on ∂ΩT, on the
complementary part of external boundary the displacement ud is imposed. The crack is supposed to be in a stress free
state.

Classical equations in linear elasticity problem are given in (1), ε is the strain, σ is the Cauchy stress. The Cauchy
stress satisfies the conservation of the momentum. In linear elasticity, we define the potential energy E(u, l) and the
complementary energy E∗(σ, l). The thermodynamical force G associated with the propagation of the crack is derived
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from the potential energy (3) or the complementary energy (5) as shown by H.D. Bui in 1973 in terms of energy
release rate. Connection with J Integral has been made.

Introducing two Eshelby type tensors p,p∗ (8), we obtain the classical conservations laws (11). These conserva-
tions laws are now extended to other type of constitutive law, especially in elastoplasticity.

The case of perfect plasticity is first considered. For such a constitutive law, the local free energy w(ε − εp) and
the complementary energy w∗(σ ) take new values (13). The definition of the potential energy, and of complementary
energy with these new definitions are preserved, and the release rate is defined by (14). The properties of invariance
are due to the properties of Eshelby tensors (15), and then by the same reasoning as in elasticity G,G∗ are invariant
with respect to the choice of the curve Γ , and G = Js .

Then we have finally the definition of the energy release rate which satisfies (16), (17) and we have the rela-
tions (18), (19). The dual integral form is obtained (21). The case with hardening is solved by the same arguments.
The results are given in (22)–(24). For quadratic energy a simplified form is obtained (26).

To study the evolution of the crack it is useful to give the variations of the release rate. These variations are easily
derived in the local frame in translation with the crack front at the velocity l̇. Introducing f̊ the rate of f in this frame,
the variations of the energy release rate are given by (29), (30).

The last term is due to couplings between the hardening and the strain. The case of perfect plasticity is recover, if
the hardening α is reduced to the plastic strain εp and the local free energy takes the form w(ε − εp).

1. Introduction

L’analyse mécanique de la propagation des fissures dans un milieu élastique a permis la modélisation de la rupture
fragile. En particulier la méthode énergétique conduit aux définitions des intégrales J de Rice–Eshelby et de l’intégrale
duale I de Bui [1] dont les interprétations énergétiques ont été données respectivement comme taux de restitution
d’énergie potentielle ou complémentaire d’autres intégrales invariantes ont été proposées en [2].

Dans le cas de la rupture ductile, ces notions doivent être étendues. Une description énergétique a été proposée par
Nguyen [3] dont nous pouvons résumer les résultats de la façon suivante.

Soit w(ε,α) la densité d’énergie libre isotherme emmagasinée et Γ un contour fermé entourant la pointe de la
fissure, on note JΓ l’intégrale

JΓ =
∫
Γ

ρ

(
w + 1

2
v2

)
n1 − n · σ · u,1 dS

et on obtient l’expression de la dissipation

Dm = G l̇ +
∫
Ω

d dΩ

où d = σ : ε̇ − ρẇ est la dissipation locale par unité de volume, la quantité G est la force due aux singularités en fond
de fissure

G = lim
Γ →0

JΓ

La notation Γ → 0 signifie que le rayon maximum du contour tend vers zéro. En propagation quasistatique les termes
d’inertie sont négligeables et G est lié au taux de restitution d’énergie défini par la dérivée de l’énergie potentielle par
rapport à la longueur de fissure. En dynamique isotherme l’hamiltonien remplace l’énergie potentielle comme montré
en [5].

1.1. Cadre de l’étude

On étudie la propagation d’une fissure droite de direction e1 dans un milieu continu de volume Ω . Sur la frontière
∂ΩT, on impose des efforts Td et sur la partie complémentaire ∂Ωu le déplacement ud est donné. Les lèvres de la
fissure sont supposées libres de contrainte.
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En mécanique de la rupture fragile, le comportement du matériau est supposé élastique linéaire, l’énergie de défor-
mation w(ε) est une fonction quadratique de la déformation ε, laquelle est définie à partir du déplacement u :

w(ε) = 1

2
ε · C · ε, ε = 1

2
(gradu + gradt u) (1)

On note σ le champ de contrainte associée à la déformation par le comportement élastique linéaire σ = C : ε.
Le critère de propagation d’une fissure est celui proposé par Griffith. Ce critère s’exprime en terme de taux de

restitution d’énergie G sous la forme G − Gc � 0, Gc étant la valeur caractéristique du matériau vis-à-vis de la
rupture. Le taux de restitution d’énergie G est défini à partir de l’énergie potentielle du système E par

E(u, l) =
∫

Ω(l)

w(ε)dΩ −
∫

∂ΩT

Td · uds, (2)

G = −∂E
∂l

=
∫
Γ

w(ε)n1 − n · σ · u,1 ds = JΓ (3)

La position d’équilibre du système à longueur de fissure l donnée minimise l’énergie potentielle E sur l’ensemble
des champs de déplacements u cinématiquement admissibles avec les conditions aux limites en déplacement u = ud

sur ∂Ωu. La solution du problème d’équilibre est le champ de déplacement usol(l, ud,Td).
De même, on définit une approche duale de l’équilibre du système à l’aide de l’énergie complémentaire

E∗(σ, l) = −
∫

Ω(l)

w∗(σ )dΩ +
∫

∂Ωu

n · σ · ud ds (4)

Dans cette approche, le taux de restitution d’énergie prend la forme de l’intégrale duale de Bui [1] :

IΓ = JΓ =
∫
Γ

−w∗(σ )n1 + n · σ,1 · uds (5)

L’égalité des deux intégrales de contour résulte de l’égalité des énergies potentielle et complémentaire pour l’état
d’équilibre sous le chargement (ud,Td) du volume Ω à longueur de fissure donnée. On note les relations classiques

w∗(σ ) + w(ε) = σ · ε,
∫
Vc

σ : ε(u )dΩ =
∫
C

n · σ · uds (6)

Lemme. Pour tout champ σ̃ statiquement admissible (div σ̃ = 0), tout champ ε̂ cinématiquement admissible (2ε̂ =
grad û + gradt û ) et tout volume fermé de frontière C, nous avons :∫

C

(σ̃ : ε̂ni − n · σ̃,i · û − n · σ̃ · û,i )ds = 0 (7)

Les deux intégrales IΓ et JΓ sont indépendantes du contour Γ . Prenons un contour fermé C, composé de deux
contours Γ1 et Γ2 entourant la pointe de la fissure (VΓ1 ⊂ VΓ2 ) complétés par les lèvres de la fissure. Introduisons les
tenseurs d’Eshelby primal p et dual p∗ :

p = wI − σ · ∇u, p∗ = −w∗I + ∇σ · u (8)

ces tenseurs vérifient les relations

0 =
∫
Vc

divp dΩ =
∫
C

n · p ds, 0 =
∫
Vc

divp∗ dΩ =
∫
Vc

n · p∗ ds (9)

A l’état d’équilibre nous avons : w(ε) = w∗(σ ) = 1
2σ : ε et donc

p − p∗ = σ : εI − (σ · ∇u + ∇σ · u) ; p + p∗ = ∇σ · u − σ · ∇u (10)
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Sur les lévres de la fissure, les contributions n ·p · e1 et n ·p∗ · e1 sont nulles, ce qui assure l’invariance par rapport au
contour des intégrales IΓ et JΓ , notées maintenant I et J . Compte tenu des propriétés de p et p∗ ainsi que du lemme,
pour un état d’équilibre nous obtenons :

I + J =
∫
Γ

n · σ,1 · u − n · σ · u,1 ds, J − I =
∫
Γ

(w + w∗)n1 − n · σ,1 · u − n · σ · u,1 ds = 0 (11)

1.2. Cas de l’élasto-plasticité parfaite

En plasticité parfaite Nguyen [3] a proposé un critère de type Griffith généralisé Js � Gc où

Js = lim
Γ →S

∫
Γ

w(ε − εp)n1 − n · σ · u1 ds (12)

S désigne ici la surface de discontinuité des champs de vitesses lors de la propagation ([u̇]S + l̇[u,1]S = 0).
On introduit maintenant la densité d’énergie complémentaire

w∗(σ ) = σ : (ε − εp) − w(ε − εp) (13)

Les définitions des énergies potentielle E et complémentaire E∗ demeurent pour ces nouvelles densités. A l’état
d’équilibre pour un champ de déformation plastique donné, ces deux énergies sont égales à la solution du problème
d’équilibre, il est immédiat de montrer que

Is = Js = −∂E
∂l

= −∂E∗

∂l
(14)

Comme précédemment considérons les tenseurs p et p∗.

0 =
∫
Vc

divp dω +
∫
Vc

σ : ∇εp dω, 0 =
∫
Vc

divp∗ dω −
∫
Vc

∇σ : εp dω (15)

pour tout volume fermé extérieur aux lignes de discontinuités des champs mécaniques. A l’aide des propriétés de
régularité des champs mécaniques, pour les mêmes raisons sur p et p∗ les intégrales

G = JΓ +
∫

ΩΓ

σ : εp

,1 dΩ (16)

G∗ = IΓ −
∫

ΩΓ

σ,1 : εp dΩ (17)

sont invariantes par rapport au contour, on en déduit que

G + G∗ = 2Js =
∫
Γ

n · σ,1 · u − n · σ · u,1 dS +
∫

ΩΓ

σ : εp

,1 − σ,1 : εp dΩ (18)

G − G∗ = 0 =
∫
Γ

(w + w∗)n1 − n · σ,1 · u − n · σ · u,1 dS +
∫

ΩΓ

(σ : εp)dΩ (19)

Faisons la somme et faisons tendre le contour Γ vers la ligne de discontinuité S, nous avons

G + G∗ = Is + Js =
∫
S

(
n · [σ,1]S · u − n · σ · [u,1]S

)
ds (20)

Ainsi

Is = lim
Γ →S

∫
Γ

−w∗(σ )n1 + n · σ,1 · uds (21)
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1.3. Cas de l’élastoplasticité

Le comportement est défini par l’énergie stockée isotherme w(ε,α) où α désigne maintenant des paramètres in-
ternes. Les équations d’état définissent les forces associées aux paramètres d’état

σ = ∂w

∂ε
, A = −∂w

∂α
(22)

Cette énergie est supposée convexe de ces arguments. On définit comme précédemment l’énergie complé mentaire
w∗(σ,A) = σ : ε − A · α − w(ε,α). On se place à un état d’équilibre, les contraintes σ vérifient les équations d’équi-
libre et les conditions aux limites, les forces A appartiennent au domaine d’élasticité du matériau.

On introduit comme précédemment les tenseurs p et p∗, on obtient les propriétés

0 =
∫
Vc

divp dΩ +
∫
Vc

A · ∇α dΩ ; 0 =
∫
Vc

divp∗ dΩ −
∫
Vc

∇A · α dΩ (23)

Pour les mêmes raisons que précédemment

G = JΓ +
∫

ΩΓ

A · α,1 dΩ (24)

G∗ = IΓ −
∫

ΩΓ

A,1 : α dΩ (25)

Les propriétés G = Js sont naturellement conservées. Lorsque l’énergie w est une forme quadratique, pour un état
d’équilibre (w = w∗ = 1

2σ : ε − 1
2A : α) on obtient la forme particulière

G = 1

2

∫
Γ

n · σ,1 · u − n · σ · u,1 dS + 1

2

∫
ΩΓ

A : α,1 − A,1 : α dΩ (26)

2. Application au problème d’évolution d’une fissure

Pour décririe l’évolution des fissures, on considère un critère de Griffith défini par

Js � Gc, l̇ = 0, Js = Gc, l̇ � 0 (27)

Le problème d’évolution est alors déterminé par la relation

J̇s(l̇ − μ) � 0 (28)

pour tout μ � 0 aux points où Js = Gc . Il convient donc de caractériser J̇s . Pour cela, on considère un volume VΓ

en translation avec la fissure à la vitesse l̇. On note f̊ la vitesse de f dans le repère mobile de VΓ . La ligne de
discontinuité avance à la vitesse de propagation normale associée à la translation l̇e1. Dans ce repère, la variation de
Js est définie par

Ġ =
∫
S

[σ,1]S : ů − σ̊ : [u,1]S − [Aα̊]S ds (29)

ce qui s’exprime aussi sous la forme

Ġ =
∫
Γ

(n · σ,1 · ů − n · σ̊ · u,1)ds +
∫

ΩΓ

(Å : α,1 − A,1 : α̊)dΩ (30)

On notera que le dernier terme contient uniquement des termes de couplage entre ε et α. Pour l’énergie w(ε,α) ce
terme est équivalent à

−Å : α,1 + A,1 : α̊ = ∂2w • (ε̊ ⊗ α,1 − α̊ ⊗ ε,1) = σ̊ : ε,1 − σ,1 : ε̊ (31)

∂α∂ε
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ainsi nous avons

Ġ =
∫
Γ

(n · σ,1 · ů − n · σ̊ · u,1)ds +
∫

ΩΓ

(σ̊ : ε,1 − σ,1 : ε̊)dΩ (32)

Dans le cas de la plasticité parfaite, on retrouve le résultat de Nguyen [3].

3. Conclusion

Nous avons étendu l’intégrale duale de Bui au cas des matériaux élastoplastiques. Nous avons défini le taux de
restitution d’énergie à l’aide de l’énergie complémentaire et donné sa variation. Le problème en vitesse de propagation
quasistatique fera l’objet d’une note ultérieure généralisant les résultats présentés en [4] au cas de l’élastoplasticité
avec écrouissage.
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