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Résumé

On se propose d’établir, par la méthode des développements asymptotiques raccordés, une solution perturbée uniformément
valable, stationnaire, bidimensionnelle dans tout le domaine d’étude d’un fluide newtonien incompressible sur une plaque plane
semi infinie avec incidence. En suivant les idées de Libby et Fox, des perturbations bidimensionnelles générées au sein de la couche
limite, sans gradient de pression de perturbation, sont recherchées pour un écoulement de base en incidence par rapport a la plaque.
La perturbation théorique établie fait 1’objet d’une validation a partir de la simulation numérique des équations de Navier—Stokes
linéarisées au voisinage de 1’écoulement de base. Pour citer cet article : S. Saintlos Brillac, K. Debbagh, C. R. Mecanique 336
(2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

An asymptotic uniformly valid approximation for a disturbed flow over a flat plate with incidence. In the context of the
laminar steady two-dimensional flow of an incompressible Newtonian fluid, we propose, with the matched asymptotic expansions
method, a uniformly valid approximation in the whole domain for a disturbed flow over a flat plate with incidence. Following
Libby and Fox’s ideas, two-dimensional disturbances generated in the boundary layer, without disturbed pressure gradient, have
been studied for a basic flow without incidence. The established theoretical perturbation is then validated from the numerical
simulation of the Navier—Stokes equations linearized in the vicinity of the basic flow. To cite this article: S. Saintlos Brillac,
K. Debbagh, C. R. Mecanique 336 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

The fact that the potential solution cannot satisfy the no-slip condition at the wall has led Prandtl to introduce
the concept of a boundary layer [1]. Nevertheless, even if the solution of the classical boundary layer equations
removes the problem of the singularity at the wall, allowing one to match the longitudinal velocity with that of the
potential flow, it is not the same for the vertical component of the velocity. This is the reason why a composite
approximation, valid in the whole domain, has been proposed from the asymptotic method of matched expansions
at later orders [3,4]. The purpose of this study is to extend the method developed for the basic flow at [2] to the
problem of disturbances generated in the Falkner—Skan boundary layer. Following the ideas of Libby and Fox [5],
two-dimensional disturbances without perturbation of the pressure gradient, have been studied in the case of the
upstream flow with incidence [6]. These disturbances searched as self similar are sought as a product of function of x
(along the plate) and of the similarity variable. The analysis of the behaviour of the disturbance at the outside of the
boundary layer allows one to establish the more simple uniformly valid approximation. The disturbances generated
inside the boundary layer are prolonged to the outside by supposing the irrotationnality of the potential flow at each
order. At order 8 Re~!/2, the established solution in the whole domain reduces to the superposition of the basic flow
to uniformly valid disturbances in the whole domain. The order § of the disturbance can be supposed to be greater
that Re~!/2. The approached uniformly valid solution for the disturbance (9) has been written as a superposition of
the disturbed solution of the boundary layer plus that of the disturbed potential flow and by subtracting the matching
terms at the same order. This solution (9) has been compared with the perturbed boundary layer solution and disturbed
potential flow. This solution returns smoothly to the potential flow where the distance compared to the wall grows.
The established theoretical perturbation is then validated from the numerical simulation [12] of the Navier—Stokes
equations linearized in the vicinity of the basis flow.

1. Introduction

Dans le cas d’un écoulement de fluide parfait en contact avec un obstacle, I’'impossibilité de satisfaire la condi-
tion d’adhérence du fluide a la paroi pour la solution potentielle conduit Prandtl a introduire le concept de couche
limite [1]. Néanmoins, si cette solution du probleme de couche limite classique leve le probleme de singularité a la
paroi tout en permettant le raccord de la vitesse longitudinale avec celle de la solution potentielle, il n’en est pas
de méme pour la vitesse transversale. C’est la raison pour laquelle une approximation composite au premier ordre
valable [2] dans tout le domaine a été proposée en écrivant les développements asymptotiques a 1’ordre ultérieur et
le raccordement au méme ordre [3,4] de la vitesse transversale entre les zones de couche limite et potentielle. On se
propose d’étendre la méthode pour 1’écoulement de base, développée dans [2], au probleme de perturbations géné-
rées au sein de la couche limite de Falkner—Skan. Des perturbations bidimensionnelles générées au sein de la couche
limite, sans gradient de pression de perturbation, ont été étudiées en suivant les idées de Libby et Fox [5]. L’étude a
ensuite été étendue au cas avec incidence [6]. Les perturbations au sein de la couche limite sont recherchées sous la
forme d’un produit de fonctions, une fonction en puissance de x et une fonction de la variable de similitude du pro-
bleme. L’analyse du comportement de ces perturbations a I’extérieur de la couche limite permet de proposer le modele
uniformément valable le plus simple pour la caractérisation de perturbations dans tout le domaine. Ces perturbations
sont générées au sein de la couche limite et se prolongent a 1’extérieur de cette derniere en supposant I’écoulement
extérieur irrotationnel a I’ordre considéré. La solution asymptotique approchée obtenue dans tout le domaine se réduit
a la superposition de 1’écoulement de base uniformément valable a une perturbation approchée uniformément valable
linéarisée au voisinage de cette solution dans ce méme domaine d’écoulement.

2. Formulation du probleme

On considere I’écoulement stationnaire plan d’un fluide newtonien incompressible sur une plaque plane semi infinie
faisant un angle ¢ par rapport a I’écoulement amont. Les équations adimensionnelles s’écrivent :

Oxvy + 0yvy =0
Re(vxd5vy + vydyvy) = —Redy p + 97, vx + 05, vy
Re(vy0xvy + vy0yvy) = —Redyp + E)fxvy + Byzyvy
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ol vy et vy désignent respectivement les composantes longitudinale et transversale de la vitesse, p la pression et Re
le nombre de Reynolds caractéristique de 1’écoulement.

2.1. Ecoulement de base

ATordre ¢ = 1/4/R. << 1, la solution de base choisie pour cet écoulement est I’approximation asymptotique uni-
formément valable dans tout le domaine qui a été écrite sous la forme de la superposition des solutions des problemes
de couche limite et d’écoulement potentiel a laquelle on retranche le raccord asymptotique au méme ordre [2] :

Uxuv; = Uo(x, Y) +tig(x, y) —ito(x,0) + ity (x, y)

Vyuwy = D0(x, ¥) + &[01(x, ¥) + Vo(x, ¥) — 1 (x,0) + nx""'Y],

Puv; = Po(x, y) +€p1(x, y) ey
ol g, Vo, po est la solution des équations d’Euler dans la zone potentielle avec les valeurs de p = \/m bornées

etpour 0 <O < — ¢ avec § :Arctan(%) :

1
iig=p" cos(nd), To=—p"sin(nd), po= _§p2n

etou iy, v, p1 est la solution des équations dans la zone potentielle a 1’ordre & qui s’écrit :

1 1- 1 1—
1=n+ vnSin< 2’19),0("_1)/2, 171=—n+ vncos< 2n9),0("_1)/2,

<

2 2

n+1 1+n
S . g ) ,3n—D/2
P 3 vnsm< 5 )p

Ainsi, ip, Up, pp désigne une approximation a 1’ordre ¢ des équations d’Euler avec :

ip(x,y) =iig(x,y) +ei1(x,y), Uplx,y)=70vo(x,y)+evi(x,y), pp(x,y)=po(x,y)+epi(x,y)

ol v, est une constante numérique déterminée a partir de la résolution de I’équation de Falkner—Skan.
Uy et Vy désigne la solution a I’ordre zéro en ¢ du probleme de couche limite de Falkner—Skan qui s’écrit :

n g/ 1 (n—1)/2 1
Uo(x, Y) =x"f(m), Vo(x,¥)=—2x [+ D fu() + (n — Dnfy(m)].
1 2n
Po(x,Y)=Po(X)=—§x

ou f; satisfait au probleme :
n+1 .
S )+ Tfnf,;”rn(l — D=0, £(0)=0, f(0)=0, nlggo =1

avec n = x®~D/2y ot Y la variable de couche limite est telle que y =&Y et n = ¢/(m — ) et v, est tel que
Ju(M o0 =10+ v, +TST, TST désignant des termes exponentiellement petits.
En recherchant une approximation a I’ordre ¢ du probleme de couche limite :

vy =Up(x,Y)+eUi(x,Y)+o(e)
vy =¢[Vo(x,Y) +eVi(x,Y)] +o(e)
p="Py(x,Y)+ePi(x,Y) +0(e)
le probléme de couche limite a I’ordre ¢ :
UL+ 3y Vi =0; Upd Uy + U8, U+ Vody Uy + VidyUp = 82,Uy;  dy P =0

admet la solution triviale nulle compte tenu du raccord asymptotique [2].
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2.2. Ecoulement perturbé

2.2.1. Ecoulement potentiel perturbé
On recherche une solution des équations de Navier—Stokes sous la forme de développements asymptotiques régu-
liers par rapport au parametre 6 :
vx (X, y) = up(x, y) +8ip(x, y) +o(8¢)
vy (x, y) = p(x, y) + 80, (x, y) + 0(8¢)
p(x,y)=pp(x,y) +8pp(x,y) +0o(de)

avec iip(x,y) =ii(x, y)—l—sft(x, ¥), 0p(x, y) =0(x, y)—i—el:)(x, ), pp(x,y) = p(x, y)—i—sﬁ(x, y) et on recherche une
solution irrotationnelle a 1’extérieur aux ordres successifs.
A T’ordre 8, les équations s’écrivent :
Oxit + 03,0 =0
U0yt + iyl + Vodyll 4+ VOyilg = —0x P
100x U 4 #0x Vg + VpdyV + 00y Up = —0, P
L’hypothese d’irrotationnalité a 1’ordre 8§, conduit a :
p + ol + vov =0. )
A T’ordre d¢, les équations s’écrivent :
il + 8,0 =0
03y il + Udyiio + i dxil + WDy iy + Dodylt + Vdyilg + U1yl + Ddyit) = —dy p
09y D 4 1y D0 + 195D + @Dy U1 + Tody 4 03y To + 919y + V9,01 = —dy p
L’hypothese d’irrotationnalité a 1’ordre d&, conduit a :

P+ iiii 4 010 4 il + Do =0 3)

2.2.2. Probleme de couche limite

On recherche une perturbation générée au sein de la couche limite, solution des équations de couche limite linéari-
sées au voisinage de la solution de base (Uy, Vi, Pp). Pour obtenir une perturbation uniformément valable dans tout le
domaine d’étude, le raccord sur la composante transversale de la perturbation nécessite la prise en compte des termes
d’ordres d¢ dans les développements asymptotiques.

On pose les développements asymptotiques :

ve =Up(x,Y) + Ui (x,Y) +8[U(x,Y) + eU(x, Y)] + 0(8¢)

vy =&[Vo(x, Y) +eVi(x, Y) +8[V(x, ¥) +eV(x,¥)]] + o(5e?)

p=Py(x,Y)+ &P (x,Y)+8¢[P(x,Y) + vP(x,Y)] +0(dev)
On choisit § << 1,v << 1, § => &, §v => ¢. Des termes d’ordre §2 négligés dans cette approche, s’intercalent entre
les termes d’ordre 6 et ¢ et contiennent ’interaction non linéaire entre 1’écoulement de base et la perturbation. Sous

cette hypothese de linéarisation, on obtient les problemes aux différents ordres établis par la suite.
A T’ordre 8, le probleme de couche limite s’écrit :

WU +dyV =0, UpdU-+UdU+VodyU+VdylUo=dj,U, dyP=0

avec les conditions aux limites : U =V =0 en Y =0 a la paroi et U|y_,o = 0 provenant du comportement de
I’équation de quantité de mouvement lorsque ¥ — co.

Les perturbations bidimensionnelles sont recherchées comme produit de fonctions, une fonction en puissance de x
et une fonction de la variable de similitude du probleéme :

U=xa(m), V=x*0TD"25a)



540 S. Saintlos Brillac, K. Debbagh / C. R. Mecanique 336 (2008) 536-544

On obtient un systeme différentiel :

—1 1 —1
a4+ 2 il + =0, ﬁ”+%fn12’— <(n+,\)f,;+"Tnf,;’)ﬁ—f,;’ﬁ=0

avec les conditions aux limites : #i(n =0) = 0; 0(n = 0) =0 et #i])— 00 = 0.

Il s’agit d’un probléme aux valeurs propres. Les fonctions propres correspondantes permettent de reconstruire les
perturbations longitudinale et transversale au sein de la couche limite. Le modele 2D de Libby et Fox dans le cas sans
incidence [5] est étendu au cas d’un écoulement non parallele a la plaque [6].

La solution s’écrit sous la forme :

1-— -1
U=x"h'(m), V= (”“)/2[ > nh (m + <T - )»>h(77)} “)
ou h(n) satisfait :
N n+1 - N n—1 N
h" () + Tfnh”(n) — (n+2) fh' (n) + (?» - T)f,i/h(n) =0
avec les conditions aux limites :

R(O)=0, A"(0)=0, K )lyoc=0

fl(n) est la fonction propre associée a la condition de normalisation X "(0)=1.
On a le comportement de & (n) lorsque n — 00 :
" (n) =0, h(n) = A,
n— 00 n—00
ou A est une constante dépendant de 1’incidence et de la valeur propre considérée.
On note ainsi les comportements de U et V a I’infini :

Ux,Y)=x"N()=0 et V(x,Y)= (”—_1 — k)xl_(H")ﬂAk
Y—o00 n—00 Y—o00 2
Les premieres valeurs propres 2D sont données dans le tableau I pour les incidences de —15°, —5°, 0°, 5°, 15°.
On note que la valeur propre A = —1 obtenue dans la construction de la solution composite de I’écoulement
de base [2] permettait d’assurer une décroissance exponentielle du tourbillon a 1’extérieur de la couche limite. La
perturbation, correspondant a A = —1 dans la présente étude, permet de retrouver la contribution de I’écoulement de
base a ’ordre £2.

2.2.3. Raccord entre la couche limite et I’écoulement potentiel
Les comportements de /() et f,(n) quand n — oo conduisent a ceux des vitesses longitudinale et transversale
dans la couche limite lorsque Y — oo a I’ordre considéré :

ve (x, Y) =x" 4+ 8eU (x,Y) +o(8¢)

Y—>o0 Y—o00

1 —1
vy (x,Y) = —enx""ly — s%vnx("fl)/z + 88(% — k)x)‘("H)/zA;\ + o(ed)

Y—oo

Les comportements dans 1I’écoulement potentiel lorsque y — 0 s’écrivent :

vy (x, y) = X" + el (x,y) +8ii (x, y) +8ei (x, y)+0(58)

y—0 y—0 y—0 y—0
vy (x,y) = —nx""y + ey (v, y) +80 (x, y) +8eD (x, ) +0(8e)
y—0 y—0 y—0 y—0

Par conséquent, compte tenu de la forme des perturbations recherchées au sein de la couche limite, le raccord pour
la vitesse transversale et longitudinale a 1’ordre § donne :

v(x,y)=0, u(x,y)=0
y—0 y—0
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D’apres (2), on a p (x, y) = 0 et le raccord sur la pression conduit & P(x) = 0 puisque d P/dY =0.

y—0
En recherchant des perturbations qui restent confinées au sein de la couche limite, la contribution a ’ordre § de la

®)

solution a I’extérieur de la couche limite est nulle :

u=v=p=0
Le raccord a I’ordre §¢ permet de tenir compte de la non nullité de la perturbation de la vitesse transversale au sein de

la couche limite.
A Tordre d¢, les raccords pour la vitesse transversale et longitudinale s’écrivent :

X, Y)=i(x,y)

- -1 _
b (x,y) = (” - A)x*‘“*””zm, U(
y—0 Y—o00 y—0
A T’ordre d¢, le probleme de couche limite s’écrit :
.U +0dyV =0, UpdU+UdUy+ VodyU+ VoyUy=—0d,P + 92,0, P =0

avec les conditions aux limites: U =V =0en Y =0 et [7|y_>oo = ti(x, y).
y—0
Si I’on suppose que la perturbation générée au sein de la couche limite ne sort pas a I’extérieur a ’ordre S¢,

c’est-a-dire que le couplage est faible alors u(x, y)=0.
y—0

On peut alors, en recherchant une solution irrotationnelle a cet ordre, écrire la contribution de la perturbation

générée dans la couche limite a I’ordre §¢ a I’extérieur de la couche limite (6) :

- —1 1
u(x,y)= _(n 5~ )»)AA,OA("H)/Z sin[(% — k)@]
= —1 1

(x,y) = (nT — )\)Akpk_(’”l)ﬂ cos[(% — A)O]

qui, compte tenu de (5) est solution du systeéme suivant :

(6)

el +8,0=0
0051 + iy il + Dy iio + Todyil =

09, D + 1105 D + Tody D + 00,00 =

o

X

—0
—d,

=

avec les conditions :

-1
<” _ )\)x’\_(””)/zm

i(x,y)=0 et v(x,y)= >

y—0 y—0

Avec (5), I’hypothese d’irrotationnalité (3) a I’ordre 8¢ se réduit a

p(x,y) = —iigit — Tpv

)

c’est-a-dire :
b (n —1 — A)Akp)”(ln)/z sin|:(

3n+
ntl —A)Q]
2

pP= )

Comme Li(x, y)=0et vp(x,y) =0,0na 5(}6, y) =0.
y—0 y—0 y—0
Comme dy P = 0, le raccord sur la pression a 1’ordre §¢ conduit a : P = 0. Ainsi, le probleme de couche limite

a Pordre Se, assorti des conditions aux limites U =V =0en Y =0 et Uly_0o =0, avec P = 0, admet la solution

triviale U = V = 0.
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Tableau 1

Valeurs propres 2D pour diverses incidences : —15°, —5°, 0°, 5°, 15°

Table 1

2D eigenvalues for various incidences : —15°, —5°, 0°, 5°, 15°

k A (—=15°) A (=5°) A (0°) A (5°) Mg (15°)
1 —0,785207 —0,933148 -1, —1,067287 —1,207887
2 —1,558681 —1,785529 —1,886814 —1,988286 —2,199265
3 —2,391377 —2,682611 —2,814378 —2,994691 —3,223482
4 —3,243503 —3,595351 —3,756613 —3,919466 —4,260546
5 —4,108213 —4,516915 —4,707187 —4,900009 —5,305127
6 —4,970488 —5,444158 —5,663260 —5,885877 —6,354782
7 —5,878610 —6,376224 —6,623483 —6,875659 —7,408157
8 —6,683757 —7,310169 —7,586544 —7,868381 —8,464402
9 —7,822485 —8,259796 —8,556359 —8,864952 —9,523108

10 —8,491462 —9,222807 —9,537732 —9,868763 —10,584708

2.3. Approximations uniformément valables perturbées

Une solution composite linéarisée de 1’écoulement perturbée (8) a 1’ordre de est construite sous la forme de la su-
perposition des solutions perturbées des problemes de couche limite et d’écoulement potentiel a laquelle on retranche
le raccord asymptotique au méme ordre [3] :

Vxuvp = Vxuvl + U, Y)+ 555(35’ y)

= n—1 _
Vyuvp = Uyuvl +es[v(x,y)+ V(x,Y) —( 5 —x)x* <"“>/2AA}

Puvp = Puvt +8ep(x, ) ®)
avec Vyuul, Vyyul, Puy1 donnés par (1), U et V par (2) et 13, 1:1, ]3 par (6), (7).

On peut déduire la perturbation approchée théorique uniformément valable, en soustrayant la solution de base (1)
a la solution perturbée (8) :

Uxp = Uxuvp — Uxuvl = 88’5()51 »)
= n—1 _
Vyp = Vyuup — Vyuol =as[v<x,y>+ V(x,Y) —( 5 —A)xA ("+1)/2A)\1|

Pp = Puvp — Puvl =8€p(x,y) 9)

3. Résultats

Un code de résolution des équations de Navier—Stokes [7] a été étendu a la simulation des équations de Navier—
Stokes linéarisées au voisinage de la solution de base [2]. Une méthode numérique de résolution, précise et fiable,
des équations de Navier—Stokes est développée en formulation vorticité-fonction de courant avec un schéma compact
d’ordre quatre en espace [8]. La discrétisation temporelle du second ordre est effectuée a 1’aide de la méthode ADI
[8-10]. La résolution est effectuée a partir de la méthode de factorisation développée dans [11]. A titre indicatif,
pour un nombre de Reynolds de 1000 et une incidence de —5°, 0° et 5°, on se propose de comparer la solution (9)
avec la perturbation de couche limite (4) et la solution perturbée potentielle (6) pour les composantes longitudinale et
transversale de la vitesse respectivement sur (Figs. 1, 3, 5) et (Figs. 2, 4, 6). On constate que la solution uniformément
valable tend vers la solution extérieure lorsque Y est suffisamment grande et s’identifie a la perturbation générée au
sein de la couche limite au voisinage de la paroi. La comparaison sur les figures précédentes entre cette solution (9) et
la perturbation obtenue numériquement a partir de la résolution numérique des équations de Navier—Stokes linéarisées
au voisinage de la solution de base uniformément valable [12] montre un bon accord.
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x =2 et pour Re = 1000. x =2 et pour Re = 1000.
Fig. 1. Longitudinal velocities vs. Y for ¢ = —5° at x =2 for Fig. 2. Normal velocities vs. Y for ¢ = —5° at x = 2 for Re = 1000.
Re =1000.
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Fig. 3. Vitesses longitudinales en fonction de ¥ pour ¢ =0° enx =2 Fig. 4. Vitesses transversales en fonction de Y pour ¢ =0° en x =2
et pour Re = 1000. et pour Re = 1000.
Fig. 3. Longitudinal velocities vs. Y for ¢ = 0° at x = 2 for Fig. 4. Normal velocities vs. Y for ¢ =0° at x =2 for Re = 1000.
Re =1000.

4. Conclusions et perspectives

Une solution approchée asymptotique stationnaire du probléme d’écoulement sur plaque plane en incidence est
établie en présence de perturbations générées au sein de la couche limite. Cette solution permet une initialisation
pertinente pour la validation de codes de calcul. Cette perturbation (9), approximation des équations de Navier—Stokes
linéarisées au voisinage de 1I’écoulement de base, fournit par ailleurs une condition aux limites d’entrée réaliste pour
la recherche de la perturbation optimale pour un tel probleme. Les perturbations optimales, d’un tel écoulement, étant
obtenues comme les plus dangereuses [13] en régime stationnaire, cette approximation stationnaire est un bon candidat
pour mettre en évidence une perturbation optimale bidimensionnelle [14] conduisant a une croissance énergétique
comparable a celle obtenue dans un cadre 3D [15]. Une extension de cette étude dans un cadre tridimensionnel est
actuellement en cours et des croissances algébriques en x* avec A > 0 peuvent étre mises en évidence [16]. On se
propose d’étudier ultérieurement I’'influence d’un gradient de pression de perturbation sur la décroissance spatiale des
perturbations ainsi que celle de I’interaction non linéaire des perturbations avec 1’écoulement de base.
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Fig. 5. Longitudinal velocities vs. Y for ¢ = 5° at x = 2 for Fig. 6. Normal velocities vs. Y for ¢ = 5° at x =2 for Re = 1000.
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