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On étudie une roue, soumise aux frottements exercés par le sol et par un système de
freinage. Un formalisme utilisant des opérateurs multivoques permet d’écrire les lois de
comportement de cette roue sous la forme d’une inclusion différentielle dont l’unique
solution peut être approchée par un schéma d’Euler implicite. On peut associer un châssis
à une, deux ou quatre de ces roues, en obtenant une inclusion différentielle de même
type que la précédente. De façon plus générale, de nombreuses applications peuvent être
proposées dans le domaine de la dynamique non linéaire des véhicules à roues.

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

We study a wheel submitted to friction forces exerted by the ground and by a brake
system. A formalism using multivalued operators allows us to write the constitutive laws
of the wheel as a differential inclusion, whose unique solution can be approximated by a
numerical scheme. We can connect a chassis with one, two or four of these wheels, by
obtaining a differential inclusion of the same kind as the previous one. More generally,
many applications can be offered in the field of nonlinear dynamics of wheeled vehicles.

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

This note is devoted to the study of a simple wheel, subjected to a motor torque and two friction forces: the first one is
exerted by the ground and the second one by a brake system (see [1]). These two forces are governed by Coulomb’s law. We
assume that this wheel is associated with a chassis that remains horizontal. This model is not physically realistic! However,
we can assume that we have two or four identical wheels, with the same forces, which maintain this chassis horizontal. We
assume that the ground is plane and horizontal and that the wheel moves in a plane. We write mw the wheel’s mass, R its
radius, and I its (plane) moment of inertia relative to its center. The wheel is defined by two parameters: x, the abscissa
of its center of gravity, and θ , the angle of rotation of the wheel (relative to a fixed direction) (see Fig. 1(a)). Let (0,�i, �j)
be a reference frame (which is a right-handed orthonormal basis). We assume that the wheel is in contact with the plane
ground. The ground action on the wheel is denoted by

−→R= −→T + −→N = T �i +N �j, where the number T can be either positive
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(a) Une roue freinée simple/A simply braked wheel. (b) Un modèle plus complet : « deux roues–châssis-sol »/A more complete model two
wheels–chassis-ground.

Fig. 1. Deux modèles avec roues freinée.

Fig. 1. Two models with braked wheels.

or negative and the number N is positive. If N is a constant, then the Coulomb law for the force exerted by the ground
can be written under the form:

T ∈ −αGσ(ẋ + R θ̇ ) (1)

where αG > 0 is a constant and the multivalued maximal monotone operator σ is defined by:

σ(x) =
{−1 if x < 0

1 if x > 0
[−1,1] if x = 0

(2)

Like in [2, pp. 146–150], the braking system is composed of two symmetrical sheets that exert a pressure denoted by αB � 0
(which depends on time) on a disk fixed on the wheel. If the braking system is fixed to the chassis, with a fixed direction
according to the ground, then the angular relative velocity between the wheel and the brake is θ̇ and Coulomb’s law for the
braking torque MB exerted on the wheel is written under the form:

MB ∈ −αBσ(θ̇) (3)

This wheel is also submitted to a motor torque M. This description is not as complete as the one in [2–5]. We focus indeed
on the following point: we show that the maximal monotone formalism used in [6–11] and applied to some elastoplastic
models is well adapted to the description of the dynamical behavior of the wheel. That permits to write correctly the
differential inclusions (see [12]) and to obtain results of existence, uniqueness, and convergence of the numerical scheme.
Indeed, thanks to the notion of multivalued operator and of differential inclusion, we can write both kinds of behavior (static
or dynamic) of the Coulomb friction laws. By considering the state variable u(t) = (ẋ(t), R θ̇ (t)) in R

2, a smooth function G
from [0, T ] to R

2, a diagonal matrix with non-negative coefficients D and a multivalued operator At (which depends on
time) from R

2 to R
2, we prove that the dynamics of the wheel with the Coulomb friction laws (1) and (3) is governed by

the following differential inclusion:

u̇(t) + D At
(
u(t)

) � G(t), a.e. on (0, T ) (4a)

with initial conditions:

u(0) = u0 (4b)

For a fixed value of t , At is the subdifferential of the continuous convex function φt defined by:

∀(x1, x2) ∈R
2, φt(x1, x2) = αG|x1 + x2| + αB(t)|x2| (5)

If the function αB is positive and belongs to L1(0, T ) and if M belongs to L1(0, T ), then there exists a unique solution
u ∈ W 1,1(0, T ;R2) of (4) [13, Theorem 10.5].

Moreover, we can adapt the results of [9–11] to build an ad hoc numerical scheme for the differential problem (4). The
convergence error is of order 1. Some numerical simulations show different behaviors of the wheel.

Other more complete models can be built by associating one or more wheels with some mechanical components. For
example, the association of two (or four) wheels from Fig. 1(b) with the chassis is still described by a differential inclusion of
the form (4) (in R

3). We obtain then a theoretical framework that provides the existence and the uniqueness of the solution
and the convergence of the numerical scheme. Like in [10,11, chapter 7], we could also replace the simpler Coulomb friction
laws by more realistic friction ones (see for example [2–4]).
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1. Introduction

Reprenons l’étude faite dans [1].
Dans cette note, on présente l’étude simple d’une roue soumise à un couple moteur, ainsi qu’à une force de frottement

exercée par le sol et à un couple de freinage, ces deux derniers étant gouvernés par la loi de frottement de Coulomb.
Il ne s’agit pas de donner des modélisations aussi complètes que dans [2–5] mais de montrer, sur un cas simple, que le
formalisme maximal monotone introduit pour différents modèles élastoplastiques dans [6–11] est ici pratique à utiliser et
simple à discrétiser pour prendre en compte les deux non-linéarités essentielles de ce problème. Le formalisme adopté
permettra d’obtenir des inclusions différentielles plus maniables que les équations différentielles obtenues dans [2,3] ; en
effet, grâce aux opérateurs maximaux monotones multivoques, les différents cas (phase de glissement ou non) sont traités
par une seule et même équation. En outre, le modèle proposé sera plus complet que dans [2], où le cas de la roue bloquée
par le système de freinage n’est pas pris en compte dans les équations différentielles obtenues.

Dans la section 2, les deux lois de frottement sont présentées, dans un cadre très simple, celui de la force de Coulomb.
Dans la section 3, on étudie un modèle simplifié : roue–châssis–sol. Des résultats théoriques d’existence et d’unicité de
l’inclusion différentielle gouvernant le mouvement sont donnés. Un schéma numérique est présenté, ainsi que les résultats
de quelques simulations. Dans la section 4, diverses généralisations possibles sont évoquées.

2. Présentation de la roue étudiée et des deux lois de frottement

On utilise la loi de Coulomb usuelle pour deux solides en contact : on considère l’action
−→R d’un solide sur un autre.

Cette action se décompose en une composante normale
−→N , perdendiculaire à la surface de contact entre les deux solides,

et une composante tangentielle
−→T , tangente à la surface de contact. Tant que le rapport T /N ne dépasse par une certaine

limite μf , il y a adhérence, et le solide reste immobile (phase statique). Dès que cette valeur est atteinte, il y a glissement ;
on a T /N = μf , et la force tangentielle est opposée à la vitesse relative entre les deux solides (phase dynamique). Plusieurs
expressions de μf sont possibles, notamment en fonction de la vitesse relative (voir, par exemple, [2,4]). Ici, on étudiera le
cas le plus simple et idéal dans lequel μf est identique en phase statique et en phase dynamique et constant et uniforme,
comme par exemple dans [2, figure 2.3c), p. 85], [3, chapitre 5] ou [14].

Soit une roue (supposée avoir un mouvement plan), de masse mw, de rayon R et de moment d’inertie (plan) par rapport
à son centre I . Cette roue est définie par deux paramètres : x, l’abscisse de son centre de gravité, et θ , l’angle de rotation
de la roue (par rapport à une direction fixe).

L’action du sol plan sur la roue est notée
−→R = −→T + −→N = T �i + N �j, où le nombre T est de signe quelconque et N est

positif (voir Fig. 1(a)). Si N est constant, alors la loi de Coulomb peut être écrite sous la forme (1), où αG > 0 est constant et
le graphe maximal monotone σ est donné par (2). Si la roue est en phase de glissement, la vitesse relative entre la roue et
le sol ẋ + R θ̇ est non nulle et T est de valeur absolue αG et de sens opposé à cette vitesse relative. Sinon, il y a frottement
sans glissement, ẋ + R θ̇ est nulle et T appartient à [−αG,αG].

L’action du disque de frein est modélisée comme dans [2, pp. 146–150]. Un ensemble de deux plaques symétriques, de
direction fixe par rapport au sol, exerce une pression αB � 0, qui dépend du temps sur un disque solidaire de la roue, de
sorte que le couple de frein MB exercé sur la roue obéit à la loi de Coulomb écrite sous la forme (3).

L’avantage de cette écriture sous la forme des inclusions différentielles (1) et (3) est que la dynamique des modèles
étudiés sera gouvernée par une inclusion différentielle (voir [12]), qui sera résolue numériquement grâce à un schéma
numérique ad hoc. L’énorme avantage de ce schéma numérique, même s’il n’est que d’ordre un, est le suivant : il n’est pas
nécessaire de déterminer les changements de phase et le calcul se fait, à chaque pas de temps, par la simple utilisation de
la résolvante de l’opérateur A et ce, quel que soit le nombre de degrés de liberté du modèle utilisé. On parle de schéma
numérique du type event-capturing method : non piloté par les événements de changements de phase. Au contraire, dans
[2,4], les équations différentielles écrites sont résolues phase par phase, en tenant compte des différents états possibles de
la roue (glissement ou frottement).

3. Étude d’un modèle simplifié roue–châssis–sol

Ce modèle de roue motorisée, frottant sur le sol et freinée, peut être associé à d’autres solides, de façon complexe,
comme dans [2–5]. Ici, on prendra un modèle délibérement très simple : seule une roue de ce type est fixée à un châssis,
de masse mc et supposé de direction fixe par rapport au sol. (Ce qui n’est pas très physiquement réaliste ! Mais on peut
supposer que l’on ait deux ou quatre roues subissant les mêmes forces et maintenant ce châssis horizontal.) On suppose
qu’il n’y a pas de charges verticales variables. Pour deux fonctions M et αB données et en notant m = mw + mc, x1 = ẋ,
x2 = R θ̇ , f = −T , g = −MB, on montre que la dynamique de ce système (avec les deux lois de frottement (1) et (3)) est
gouvernée par l’inclusion différentielle :
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

mẋ1 + f = 0
I

R2
ẋ2 + f + g = M

f ∈ αGσ(x1 + x2)

g ∈ αBσ(x2)

(6a)

avec des conditions initiales :{
x1(0) = x1,0
x2(0) = x2,0

(6b)

Les inconnues sont x1, x2, f et g . Ce problème généralise [10,11, section 7.3.1]. Généralisons la définition de l’opérateur
multivoque donnée par [10,11, Éq. (7.96)].

Définition 3.1. Soit t ∈ [0, T ]. On définit l’opérateur multivoque At de R
2 dans R

2 qui, à X = (x1, x2) associe Y = (y1, y2)

défini par : il existe f et g dans R tels que

f ∈ αGσ(x1 + x2) (7a)

g ∈ αBσ(x2) (7b)

y1 = f (7c)

y2 = f + g (7d)

Comme dans [10,11, section 7.3.1], pour t ∈ [0, T ] fixé, At est le sous-différentiel (voir [12]) de la fonction convexe conti-
nue définie par (5). Ainsi At est-il un opérateur maximal monotone. En posant u = (x1, x2) et en considérant la matrice D
et la fonction G définies par :

D =
( 1

m 0

0 R2

I

)
, G(t) = D

(
0

M(t)

)

on peut donc mettre l’inclusion (6) sous la forme (4). Si la fonction αB est dans L1(0, T ) et à valeurs dans R+ et si M est
dans L1(0, T ), alors il existe une unique solution u ∈ W 1,1(0, T ;R2) de (4) [13, théorème 10.5].

La nouveauté de ce modèle mécanique par rapport aux modèles présentés dans [6,7,9–11] est qu’ici un des coefficients
de frottement (αB) varie au cours du temps, ce qui se traduit par une dépendance en temps de la fonction φt définie
par (5). Cette dépendance en temps pourrait aussi être prise en compte dans des applications où les effets de frottement
varient avec le temps ou la température. Remarquons que, si αB est constant, alors on est dans le cas déjà vu de [10,11,
section 7.3.1].

Comme dans [6,9–11,15] on utilise un schéma numérique d’Euler implicite ad hoc pour discrétiser (4) : on choisit N ∈N
∗ ,

on pose h = T /N et, pour n ∈ {0, . . . , N}, tn = hn. On définit, pour n ∈ {0, . . . , N}, Un , une approximation de u(tn) par le
schéma suivant :

∀n ∈ {0, . . . , N − 1}, Un+1 = (I + hD Atn+1)
−1(hG(tn) + Un) (8)

où (I + hD Atn+1 )
−1 est la résolvante de l’opérateur maximal monotone D Atn+1 . Cette résolvante peut s’expliciter analyti-

quement. Contrairement au cas déjà vu dans [10,11], elle est totalement couplée par rapport à ses deux variables, et la
détermination complète de celle-ci fait intervenir une partition de R

2 en neuf régions, qui correspondent aux différents
états de la roue (trois états possibles par rapport au sol et trois états possibles par rapport au frein).

Des résultats généraux, issus par exemple de [16–19], assurent la convergence du schéma numérique (8) vers la solution
de (6). Par ailleurs, le théorème 3.1 de [9] peut s’étendre aisément dans le cas où φ dépend du temps et fournir un ordre
de convergence égal à 1. Différentes simulations numériques ont été faites, montrant les différents comportements possibles
de la roue : roue glissant avec frottement par rapport au sol ou au patin de frein ou roulant sans glissement sur le sol ou
sur le patin de frein.

Par exemple, on considère un freinage sportif : la roue roule à vitesse constante et on applique une pression de freinage
qui varie fortement de zéro à une valeur maximale, puis décroît de nouveau vers zéro. On a représenté sur la Fig. 2 le
support de la pression de freinage et la vitesse absolue au cours du temps, ainsi que les courbes du couple normalisé
G ∈ [−1,1] (défini par g/αB, si αB est non nul et égal à 0 sinon) et de la vitesse entre la roue et le châssis. On observe
que la vitesse relative entre la roue et le frein est d’abord non nulle, avec un couple normalisé égal à −1. Ensuite, cette
vitesse relative devient nulle et, tant que la vitesse absolue de la roue est non nulle, le couple normalisé appartient à
]−1,0]. Physiquement, on observe donc une brève première phase (au début du freinage fort) où la roue n’est pas bloquée
par rapport au frein et frotte donc sur le patin de frein, puis une seconde phase où la roue devient bloquée et frotte cette
fois-ci, non sur le frein, mais sur le sol, ce qui physiquement est moins efficace. Sur la Fig. 2(b), on constate que l’on a bien
G ∈ σ(x2) avec x2 strictement négatif au début de la phase de freinage, puis x2 nul ensuite.
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(a) Support de la pression de freinage et vitesse absolue au cours du
temps/Support of braking pressure and absolute velocity versus the time.

(b) Courbes du couple normalisé G et de la vitesse entre la roue et le
châssis/Curves of the normalised torque G and of the relative velocity
between the wheel and the chassis.

Fig. 2. Simulations numériques.

Fig. 2. Numerical simulations.

4. Différentes généralisations possibles

Plusieurs directions peuvent être prises pour utiliser le modèle de la section 3 : on peut, tout d’abord, considérer des
associations plus complexes de différents modèles élémentaires, comme dans [2–5].

On peut associer deux (ou quatre, si elles mises deux par deux) des roues de la section 3, comme l’indique la Fig. 1(b). On
peut montrer que l’on obtient une inclusion différentielle du type de (4), où l’on a cette fois-ci : u(t) = (ẋ(t), R θ̇1(t), R θ̇2(t)).
La difficulté de ce modèle est que les charges verticales intervenant dans les lois de Coulomb entre les roues et le sol ne
sont plus constantes et dépendent des couples de freinage exercés sur les deux roues, qui sont inconnus. Si on impose
que les couples moteur et que les pressions de freinage ne sont pas trop importantes, alors le contact unilatéral entre les
roues et le sol est assuré. Cependant, dans ce cas, l’opérateur multivoque At n’est pas nécessairement maximal monotone
et la nouvelle inclusion analogue à (4) a une solution dont seule l’existence est assurée [13, théorème 9.2]. Le schéma
numérique (8) ne peut plus être utilisé ici, car, en l’absence de monotonie de l’opérateur D Atn+1 , le graphe (I + hD Atn+1)

−1

n’est plus nécessairement univoque. De plus, la convergence n’est plus nécessairement assurée. Dans [20], l’existence et
l’unicité de la solution, donnée dans le cas du frottement de Coulomb bilatéral, sont appliqués par exemple au problème de
Klarbing [21]. Cependant, ces résultats ne sont pas utilisables ici, où la roue est en contact à la fois avec l’essieu et le sol, ce
qui implique un couplage entre les différents degrés de liberté (comme le montre la présence du terme |x1 + x2| dans (5)).

En revanche, si l’on fait l’hypothèse réaliste selon laquelle les couples de freinage sont négligeables par rapport au couple
du poids du châssis, l’opérateur multivoque est alors égal au sous-différentiel d’une combinaison linéaire à coefficients po-
sitifs et dépendant du temps de |ẋ + R θ̇1|, |ẋ + R θ̇2|, |θ̇1| et |θ̇2|, et est donc de nouveau maximal monotone. La nouvelle
inclusion analogue à (4) possède, cette fois-ci, une unique solution [13, théorème 10.5]. Le calcul explicite de la résolvante
est possible, mais plus difficile que dans la section 3, puisqu’au lieu d’avoir 32 cas possibles, on en a maintenant 34 = 81.
De façon plus générale, les différentes dynamiques (longitudinales, transversales, verticales) des constituants d’un véhicule
peuvent être considérées en prenant en compte de façon plus systématique les différentes sources de non-linéarité (amortis-
seur, pneumatique) et en considérant aussi les différents organes de transmissions des couples de freinage ou moteur. Dans
tous les cas, on mettra les équations gouvernant les mouvements sous la forme u′(t) ∈ F(t, u(t)), où F est une application
multivoque, et on utilisera des résultats d’existence, éventuellement d’unicité et de convergence de schéma, comme ceux
vus précédemment.

On peut aussi remplacer la loi de Coulomb idéale par des lois plus réalistes, par exemple des lois multivoques, comme
dans [10,11, chapitre 7]. On peut aussi prendre en compte des lois univoques, comme dans [2,3,5,22–25], où la force de
frottement devient alors fonction de la vitesse relative. Naturellement, en traitant éventuellement les parties non monotones
de ces lois comme dans [10,11, chapitre 7], on aura encore affaire à des opérateurs (univoques) maximaux monotones, et
les résultats présentés dans cette note demeurent valables.

La nouveauté de l’utilisation classique d’inclusions différentielles consiste en la richesse des modèles possibles de véhi-
cules en régime dynamique habituellement traités avec des équations différentielles ordinaires.
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