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Résumé

Le champ élastique d’un défaut cristallin parallèle aux deux surfaces libres d’une lame mince isotrope est ét
déformation plane, avec une nouvelle approche utilisant de façon répétée la solution classique du problème de Fl
cas d’une dislocation coin ayant une position quelconque dans la lame mince et un vecteur de Burgers parallèle aux s
traité plus en détail.Pour citer cet article : R. Bonnet, C. R. Physique 4 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Elastic field of a straight dislocation parallel to interfaces: a new approach.The elastic field of a crystalline defect paral
to the two free surfaces of an isotropic thin foil is studied, for plane strain, with a new approach using repeated applic
the classical solution of the Flamant’s problem. The case of an edge dislocation placed at any position in the foil an
Burgers vector parallel to the surfaces is considered in greater detail.To cite this article: R. Bonnet, C. R. Physique 4 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction

Depuis une cinquantaine d’années, le calcul du champ élastique (déplacementu, contrainteσij ) d’une dislocation rectiligne
parallèle aux deux surfaces libres d’une lame mince a attiré l’attention des chercheurs, voir par exemple les citatio
de Gutkin et Romanov [1]. L’une des applications est par exemple la représentation théorique de son contraste en m
électronique à transmission (MET) [2–4]. Ce calcul a reçu des solutions partielles ou mathématiquement approchées e
diverses méthodes d’analyse en déformation plane. Pour les rappeler brièvement, adoptons le repèreOxyz décrit sur la Fig. 1(a)
La direction de la dislocation estU//Oz ; son vecteur de Burgers estb ; la normale à la lame mince estN//Oy ; l’épaisseur es
h=L1 +L2 oùL1 est la profondeur de la ligne de dislocation.

Plusieurs auteurs se sont succédés pour traiter le cas particulier d’un matériau élastiquement homogène et isotrope
admise dans cette Note. Leibfried et col. [5] donnent une solution complète pourb//U en réduisant le problème à une sommat
de « dislocations-miroirs » placées en milieu infini, solution confirmée dans [6]. Dix ans plus tard, Kroupa [7] s’intér
casb//Ox. Après deux travaux partiels cités dans [7], il parvient à donner explicitement le champσij quelle que soitL1. Pour

Adresse e-mail : rbonnet@ltpcm.inpg.fr (R. Bonnet).
1631-0705/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crhy.2003.07.001
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cela, il remarque que Sneddon [8] a donné une solution formelle au champ des contraintes d’une plaquette mince un
soumise à des contraintes extérieures appliquées sur ses deux faces et de façon symétrique par rapport àOy. Il l’applique en
imposant que ces contraintes extérieures sont exactement opposées à celles de la même dislocation mais placée en
Puis, en utilisant le théorême de superposition, il obtient le champ des contraintes cherché. Cependant, bien que leu
puisse aussi être déduit de son analyse, il ne l’écrit pas explicitement. Le troisième casb//Oy sera finalement traité (quatorz
ans après Kroupa) par Lee et col. [9] qui utilisent les potentiels de Papkovich–Neuber. Les expressions de ce champu, entachées
de quelques erreurs typographiques, seront corrigées par la suite [10]. Les solutions des Réfs. [5,7,9] demeurent cep
connues du grand public de l’époque puisqu’un ouvrage classique de MET [4] datant de 1977 qualifie ce problèm
difficile (« intractable » en anglais). Peu après, ignorant le travail de Kroupa, quelques auteurs [11,12] s’efforceront e
résoudre le cas particulierb//Ox, mais avec la condition simplificatriceL1 = L2. Plus récemment, le présent auteur [13
proposé une solution entièrement explicite, pourb quelconque, en développantu sous forme de séries de Fourier, solut
également applicable à un bicristal hétérogène mince.

Le but de cette Note est de répondre à deux questions qui demeurent. D’un côté, la solution en série de Fourier
lentement près du coeur de la dislocation à cause du phénomène de Gibbs. D’un autre côté, personne (à la conna
l’auteur) n’a encore vérifié les calculs de Kroupa et obtenu in extenso le champu correspondant àb//Ox. Plutôt que de vérifie
et d’exploiter les formules proposées par Kroupa, le présent auteur a préféré une nouvelle approche, plus globale p
peut inclure n’importe quel vecteurb. Cette approche est élémentaire puisqu’elle est basée sur l’application répété
solution d’un vieux problème résolu d’abord par Flamant en 1892 [14–16] à partir des formules de Boussinesq [1
s’agit du champ élastique généré dans un milieu semi-infini homogène par une force appliquée sur sa surface et unif
distribuée le long d’une droite. Cette approche donne aussi une voie pour résoudre d’autres problèmes posés par la
exemple le contraste d’une famille de dislocations parallèles aux deux surfaces ou celui d’une facette cohérente inclin
lame mince. Des applications numériques subsidiaires sont brièvement discutées à la fin du texte.

2. Méthode de résolution

Considérons tout d’abord, en déformation plane, un défaut générateur de contraintes dans un milieu élastiq
homogène, de module de cisaillementµ et de coefficient de Poissonν. Son champ des déplacements est notéu(∞) dans
le repère cartésienOxyz. Les vecteurs contraintes qui s’appliquent sur les plans de cotey = L1 et y = −L2 (de normale
communeN) sont notés respectivementF(1) et F(2). En particulier, si le défaut est une dislocation,F(1) et F(2) sont des
fonctions élémentaires bien connues qui ne dépendent que de(x, y) et des trois composantes du vecteurb, cf. [19].

Indépendamment de ce qui précède, supposons maintenant qu’une lame mince du même matériau, de même é
initialement sans contraintes internes, soit déformée par des contraintes appliquées, ou vecteurs contraintes,F(1) et −F(2) sur
ses deux surfaces libres supérieure et inférieure respectivement. Son champ des déplacements est noté avec un indi
m (m pour « mince »)u(m). En appliquant le théorême de superposition, le champu du défaut placé dans la lame min
(Fig. 1(a)) est :

u = u(∞)− u(m) (1)

Fig. 1. Conventions et symboles utilisés pour le calcul : (a) repère cartésienOxyz avecOz//U etOy//N ; (b) milieu semi-infini limité par le
bas le long dey = −L2 ; (c) milieu semi-infini limité par le haut le long dey =L1.

Fig. 1. Conventions and symbols used for the calculation: (a) Cartesian frameOxyz with Oz//U andOy//N; (b) bottom-limited semi-infinite
medium alongy = −L2; (c) top-limited semi-infinite medium alongy = L1.
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La question est maintenant de déterminer la fonctionu(m). L’idée est d’appliquer de façon répétitive la solution de Flaman
long d’un plan de chacun des deux milieux semi-infinis décrits sur les Figs. 1 (b), (c). Dans la Fig. 1(b) la fonction in
f (1) est un vecteur contrainte qui s’applique sur le plan interney = L1 (normaleN) du premier milieu semi-infini ; la fonction
inconnuef (2) est aussi un vecteur contrainte, mais il est lié localement à une force extérieuref (2).dx dz appliquée sur une
facette dx dz de la surface librey = −L2 (normale−N) ; si cette force est rapportée à l’unité de longueur le long deOz, on
trouve la force linéaire localef (2).dx. Dans la Fig. 1(c) la force locale par unité de longueurf (1).dx est appliquée sur la surfac
libre y = L1 (normaleN), tandis que le vecteur contrainte interne−f (2) est appliquée sur le plany = −L2 (normaleN). La
condition d’égalité des contraintes le long de chaque plan interne (Figs. 1(b) et 1(c)), s’écrit donc avec une intégrale
traduit par les deux équations intégrales oùX est l’abcisse courante (i, j = 1,2,3)

f
(1)
i

+
∞∫

−∞
tij (x −X,h).f (2)

j
(X).dX= F(1)

i
(2a)

−f (2)i +
∞∫

−∞
tij (x −X,−h).f (1)j (X).dX= F(2)i (2b)

Dans ces équations, la matricetij est tirée de la solution de Flamant et est donc complétement indépendante du
cristallin. Elle est facile à déterminer à partir des résultats de la littérature [14–16]. En modifiant le système (2a),
une transformée de Fourier (TF), puis en résolvant le système linéaire obtenu, il est possible d’en déduire les TF des

inconnuesf (1) et f (2), notéeŝf (1) et f̂ (2). Elles sont explicites sîF(1) et F̂(2) sont explicites. Le champ élastique (u(m), σ (m)ij ) en
un point(x, y) peut être déterminé en suivant la procédure suivante : (a) sommation surX des effets des contraintes appliqué
sur les deux surfaces libres, en répétant la solution de Flamant ; (b) TF de cette somme et insertion des solutions expf̂ (1)

et f̂ (2) ; (c) TF inverse.

3. Application à une dislocation b//Ox

Ce raisonnement, appliqué à une dislocationb//Ox, conduit à des solutionŝf (1) et f̂ (2) relativement simples puisque
troisième composante des vecteurs est nulle. En notantI la matrice identité,A etB deux matrices symétriques 2× 2 dépendan
de la variable de Fourierk et deh, elles s’écrivent

f̂ (1) = (I +A.B)−1.(̂F(1)+A.̂F(2)) (3a)

f̂ (2) = (I +B.A)−1.(B.̂F(1)− F̂(2)) (3b)

Dans ces expressions, les élémentsa11, a22, a12 de la matriceA sont, respectivement, les TF des fonctions de−2hx2/(π(h2 +
x2)2), −2h3/(π(h2 + x2)2) et −2h2x/(π(h2 + x2)2) multipliées par

√
2π . Les élémentsbij de la matriceB sont tels que

b11 = −a11, b22 = −a22 et b12 = a12. Pour obtenir le champu(m), la procédure indiquée ci-dessus n’est pas possible
la solution de Flamant implique des fonctions Log ou Arctg pour lesquels il n’y a pas de TF. Le problème a été co
en calculant la fonction du/dx avec la même procédure puis, sur la TF inverse, en effectuant une intégration enx. Après
simplification des expressions, le champ des déplacementsu(m) s’écrit :

u
(m)
1 = −b

4π(1− ν)
∞∫

k→0

C(y)
sin(kx)

k�
dk (4a)

u
(m)
2 = −b

4π(1− ν)
∞∫

k→0

D(y)
cos(kx)

k�
dk (4b)

où
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Fig. 2. Lame mince de silicium courbée par une dislocation coin avecb = 1/2〈110〉//Ox. Un motif carré de points (périodeb le long deOx)
est déformé élastiquement. Le demi-plan de coupure est matérialisé par la marche, visible à gauche. Le point(0,L1) est supposé fixe. Pour un
meilleure lisibilité de la composanteu2, celle-ci a été exagérée d’un facteur 10.

Fig. 2. Silicon thin foil curved by an edge dislocation withb = 1/2〈110〉//Ox. A square pattern of points (periodb alongOx), is elastically
deformed. The cut half plane is materialized by the ledge visible on the left hand side. The point(0,L1) is supposed fixed. Theu2 component
has been multiplied by a factor 10 for better readability.

C(y)=
{
2− 2ν − ky + (−ky + 2(−1+ ν))exp[2ky]
+ [

2− 2ν + k(−y + 2L2(k(L2 + y)+ 2(−1 + ν)))]exp
[
2k(h+L1)

]
− [

2− 2ν + k(y + 2L1(−2+ kL1 − ky + 2ν))
]
exp

[
2k(h+L2 + y)]

+ [
2− 2ν + k(2h2k+ y + h(4− 4kL1 + 2ky − 4ν)+ 2L1(−2+ kL1 − ky + 2ν)

)]
exp

[
2k(L2 + y)]

+ [−2+ 2ν + k(−2h2k + y − 2L2(−2+ kL2 + ky + 2ν)+ 2h(−2+ 2kL2 + ky + 2ν)
)]

exp[2kL1]
+ [

2− 2ν − k(h− y + h(−1+ 2kL2).(−3+ 2k(L1 − y)+ 4ν)
)]

exp
[
2k(h+ y)]

+ [−2+ 2ν + k(h+ y + h(−1+ 2kL1).(−3+ 2k(L2 + y)+ 4ν)
)]

exp[2hk]
}

exp[−ky] (5)

D(y)=
{
−1+ 2ν − ky + (−1+ 2ν + ky)exp[2ky]
+ [

1− 2ν + k(h− y + h(−1+ 2kL2)(3+ 2k(L1 − y)− 4ν)
)]

exp
[
2k(h+ y)]

+ [
1− 2ν + k(h+ y + h(−1+ 2kL1).(3+ 2k(L2 + y)− 4ν)

)]
exp[2hk]

+ [
1− 2ν + k(−2h2k+ y + 2h(1+ 2kL2 + ky − 2ν)− 2L2(1+ k(L2 + y)− 2ν)

)]
exp[2kL1]

+ [−1+ 2ν + k(y + 2L1(1+ k(L1 − y)− 2ν)
)]

exp
[
2k(h+L2 + y)]

+ [−1+ 2ν + k(−y + 2L2(1+ k(L2 + y)− 2ν)
)]

exp
[
2k(h+L1)

]
− [−1+ 2ν + k(2h2k+ y + 2L1(1+ k(L1 − y)− 2ν)+ h(−2− 4kL1 + 2ky + 4ν)

)]
exp

[
2k(L2 + y)]}

· exp[−ky] (6)

et

�= 1+ exp[4hk] − 2(1+ 2h2k2) · exp[2hk] (7)

La solution au problème posé dans l’introduction est donc obtenue en appliquant la relation (1). Les express
contraintes qui en découlent sont exactement identiques aux formules (6)–(9) données par Kroupa [7], compte tenu
différents et des symboles choisis par cet auteur.

Le champ des déplacements et les répartitions des contraintes sont illustrés sur les Figs. 2 et 3 pour une lame
de silicium et une dislocation avecb = 1/2〈110〉//Ox. Les autres données sont les suivantes :µ = 68,1 GPa etν = 0,218
[19] ; L1 = 6 nm,L2 = 10 nm ; paramètre cristallin= 0,54282 nm [20], ce qui donneb = 0,38383 nm. Les iso-contrainte
correspondent à 0 et±0,050 GPa. Il est remarquable de constater que les valeurs deσ11 pourx = 0, près des surfaces libres d
haut et du bas, sont respectivement négatives (compression) du côté du plan supplémentaire et positives (traction) de
qui est contraire au cas d’un milieu infini. Elles atteignent des pics très élevés dans ces régions : les maximums son
Oy aux points d’ordonnées (0,L1) et (0,−L2), pour lesquelsσ11 = 1,766 GPa et−1,888 GPa respectivement. Ces effets
surfaces sont donc très importants sur les échantillons observés en MET à haute résolution. Les Figs. 2 (b), (c) mon
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Fig. 3. Courbes iso-contraintes 0 and±40 MPa dans une lame ultramince (h= 16 nm) de silicium déformée par une dislocation coin de vec
de Burgersb = 1/2〈110〉//Ox. Les signes+ et − indiquent les régions à contraintes positives et négatives.

Fig. 3. Equistress curves 0 and±40 MPa in an ultrathin foil (h = 16 nm) of silicon deformed by an edge dislocation with a Burgers ve
1/2〈110〉//Ox. The signs+ and− indicate the regions with positive or negative stresses.

l’écrantage des iso-contraintesσ21 et σ22 par les surfaces libres. Les iso-contraintesσ21 = σ22 = 0 rencontrent bien sûr le
deux surfaces libres.

À partir des expressions (4)–(7), il est facile d’obtenir l’angle de flexionθ de la lame mince à longue distance. Il correspo
à deux fois la composante selonOz du vecteur de rotation lorsquex→ ∞, soit

θ = −Limite

[
∂u
(m)
2
∂x

− ∂u
(m)
1
∂y

]
x→∞

(8)

Après dérivation, on constate qu’il s’agit d’évaluer la limite d’une intégrale de Dirichlet [21]. Cette limite est indépe
de y et des constantes élastiques du milieu et vaut−6bL1L2/h

3. L’angle θ a déjà été obtenu antérieurement par d’au
méthodes [2,3,7,22]. Pour la Fig. 2, il vaut 2,0◦.
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