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Résumé

Le champ élastique d’'un défaut cristallin paralléle aux deux surfaces libres d’'une lame mince isotrope est étudié, en
déformation plane, avec une nouvelle approche utilisant de fagon répétée la solution classique du probleme de Flamant. Le
cas d’'une dislocation coin ayant une position quelconque dans la lame mince et un vecteur de Burgers paralléle aux surfaces est
traité plus en détaiPour citer cet article: R. Bonnet, C. R. Physique 4 (2003).

00 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Elastic field of a straight dislocation parallel to interfaces: a new approachThe elastic field of a crystalline defect parallel
to the two free surfaces of an isotropic thin foil is studied, for plane strain, with a new approach using repeated applications of
the classical solution of the Flamant’s problem. The case of an edge dislocation placed at any position in the foil and with a

Burgers vector parallel to the surfaces is considered in greater detaite thisarticle: R. Bonnet, C. R. Physique 4 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.
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1. Introduction

Depuis une cinquantaine d'années, le calcul du champ élastique (déplacgmamtraintes; ;) d’une dislocation rectiligne
paralléle aux deux surfaces libres d'une lame mince a attiré I'attention des chercheurs, voir par exemple les citations 7 a 17
de Gutkin et Romanov [1]. L'une des applications est par exemple la représentation théorique de son contraste en microscopie
électronique a transmission (MET) [2—4]. Ce calcul a regu des solutions partielles ou mathématiquement approchées en adoptant
diverses méthodes d’'analyse en déformation plane. Pour les rappeler brievement, adoptonsdesepgerit sur la Fig. 1(a).
La direction de la dislocation ekt Oz ; son vecteur de Burgers dst la normale a la lame mince ds/ Oy ; I'épaisseur est
h= L1+ Lpou L estla profondeur de la ligne de dislocation.

Plusieurs auteurs se sont succédés pour traiter le cas particulier d'un matériau élastiquement homogéne et isotrope, hypothéese
admise dans cette Note. Leibfried et col. [5] donnent une solution complétd gouen réduisant le probléme a une sommation
de «dislocations-miroirs » placées en milieu infini, solution confirmée dans [6]. Dix ans plus tard, Kroupa [7] s'intéresse au
casb//Ox. Apres deux travaux partiels cités dans [7], il parvient a donner explicitement le ehargpelle que soi 1. Pour
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cela, il remarque que Sneddon [8] a donné une solution formelle au champ des contraintes d'une plaquette mince uniqguement
soumise a des contraintes extérieures appliquées sur ses deux faces et de fagon symétrique paomapipbapplique en

imposant que ces contraintes extérieures sont exactement opposées a celles de la méme dislocation mais placée en milieu infini.
Puis, en utilisant le théoréme de superposition, il obtient le champ des contraintes cherché. Cependant, bien quaile champ
puisse aussi étre déduit de son analyse, il ne I'écrit pas explicitement. Le troisieimg@assera finalement traité (quatorze

ans apres Kroupa) par Lee et col. [9] qui utilisent les potentiels de Papkovich—Neuber. Les expressions de geattiaotges

de quelques erreurs typographiques, seront corrigées par la suite [10]. Les solutions des Réfs. [5,7,9] demeurent cependant peu
connues du grand public de I'époque puisqu’un ouvrage classique de MET [4] datant de 1977 qualifie ce probleme de trés
difficile («intractable » en anglais). Peu apres, ignorant le travail de Kroupa, quelques auteurs [11,12] s’efforceront encore de
résoudre le cas particulidr/ Ox, mais avec la condition simplificatrice; = L. Plus récemment, le présent auteur [13] a
proposé une solution entierement explicite, pbuguelconque, en développantsous forme de séries de Fourier, solution
également applicable a un bicristal hétérogéne mince.

Le but de cette Note est de répondre a deux questions qui demeurent. D’un c6té, la solution en série de Fourier converge
lentement prés du coeur de la dislocation a cause du phénomeéene de Gibbs. D’un autre c6té, personne (a la connaissance de
l'auteur) n’a encore vérifié les calculs de Kroupa et obtenu in extenso le champespondant B/ O x. Plutdt que de vérifier
et d'exploiter les formules proposées par Kroupa, le présent auteur a préféré une nouvelle approche, plus globale puisqu’elle
peut inclure n'importe quel vectedr. Cette approche est élémentaire puisqu’elle est basée sur I'application répétée de la
solution d'un vieux probléme résolu d'abord par Flamant en 1892 [14-16] & partir des formules de Boussinesq [17,18]. Il
s’agit du champ élastique généré dans un milieu semi-infini homogene par une force appliquée sur sa surface et uniformément
distribuée le long d’une droite. Cette approche donne aussi une voie pour résoudre d'autres problemes posés par la MET, par
exemple le contraste d’une famille de dislocations paralléles aux deux surfaces ou celui d'une facette cohérente inclinée dans la
lame mince. Des applications numériques subsidiaires sont brievement discutées a la fin du texte.

2. Méthode de résolution

Considérons tout d'abord, en déformation plane, un défaut générateur de contraintes dans un milieu élastique infini,
homogéne, de module de cisaillementet de coefficient de Poisson Son champ des déplacements est ndf® dans
le repére cartésie®xyz. Les vecteurs contraintes qui s’appliquent sur les plans deycetd.1 et y = —L» (de normale
communeN) sont notés respectivemeRt? et F@. En particulier, si le défaut est une dislocatidil et F? sont des
fonctions élémentaires bien connues qui ne dépendent gue deet des trois composantes du vectbycf. [19].

Indépendamment de ce qui précede, supposons maintenant qu'une lame mince du méme matériau, de méme épaisseur et
initialement sans contraintes internes, soit déformée par des contraintes appliquées, ou vecteurs coiitraattes; @ sur
ses deux surfaces libres supérieure et inférieure respectivement. Son champ des déplacements est noté avec un indice supérieu
m (m pour «mince»u™ . En appliquant le théoréme de superposition, le changu défaut placé dans la lame mince
(Fig. 1(a)) est :

u=u —ym (1)
AyiN Ay Ay
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Fig. 1. Conventions et symboles utilisés pour le calcul : (a) repére cartésien avecOz//U et Oy //N; (b) milieu semi-infini limité par le
bas le long d& = — L5 ; (c) milieu semi-infini limité par le haut le long de= L.

Fig. 1. Conventions and symbols used for the calculation: (a) Cartesian amewith Oz//U and Oy//N; (b) bottom-limited semi-infinite
medium alongy = —Lo; (c) top-limited semi-infinite medium along= L.
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La question est maintenant de déterminer la fonctifh. L'idée est d’appliquer de facon répétitive la solution de Flamant le

long d'un plan de chacun des deux milieux semi-infinis décrits sur les Figs. 1 (b), (c). Dans la Fig. 1(b) la fonction inconnue
(D est un vecteur contrainte qui s'applique sur le plan intereeL1 (normaleN) du premier milieu semi-infini; la fonction
inconnuef @ est aussi un vecteur contrainte, mais il est lié localement a une force extériude dz appliquée sur une

facette d dz de la surface libree = —Lo (normale—N) ; si cette force est rapportée a I'unité de longueur le long2deon

trouve la force linéaire localid? .dx. Dans la Fig. 1(c) la force locale par unité de longuiedit.dx est appliquée sur la surface

libre y = L1 (normaleN), tandis que le vecteur contrainte interné® est appliquée sur le plan= —L» (normaleN). La

condition d’égalité des contraintes le long de chaque plan interne (Figs. 1(b) et 1(c)), s’écrit donc avec une intégrale. Elle se
traduit par les deux équations intégralesXest I'abcisse courante,(j = 1, 2, 3)

9]

et / 1 (x — X, h).f}z)(X).dX —FP (2a)
—0Q
o
1P+ / 1 (= X, —h). £V (0.dx = F? (2b)
—0Q

Dans ces équations, la matrige est tirée de la solution de Flamant et est donc complétement indépendante du défaut
cristallin. Elle est facile a déterminer a partir des résultats de la littérature [14—16]. En modifiant le systéeme (2a), (2b) par
une transformée de Fourier (TF), puis en résolvant le systéme linéaire obtenu, il est possible d’en déduire les TF des fonctions
inconnues D etf @ notéed (D etf @ Elles sont explicites 1 etF@ sont explicites. Le champ élastique’”, Uijm)) en
un point(x, y) peut étre déterminé en suivant la procédure suivante : (a) sommatidndas effets des contraintes appliquées
sur les deux surfaces libres, en répétant la solution de Flamant; (b) TF de cette somme et insertion des solutiond plicites
etf @ : (c) TF inverse.

3. Application & une dislocation by Ox

Ce raisonnement, appliqué a une dislocatigfOx, conduit a des solutionE™® et f @ relativement simples puisque la
troisieme composante des vecteurs est nulle. En nétininatrice identitéA et B deux matrices symétrigues<2 dépendant
de la variable de Fouridr et def, elles s’écrivent

fO=1+A.B)LEDY+AF?) (3a)
i@ = u+B.A)LBFY_F2) (3b)

Dans ces expressions, les éléments a2, a1 de la matriced sont, respectivement, les TF des fonctionsrdiiaxz/(zr(h2 +

x2)2), =2h3/((h? + x?)?) et —2h?x /((h? + x?)?) multipliées pary/27. Les éléments;; de la matriceB sont tels que

b11 = —aq1, boy = —azy et byy = a1. Pour obtenir le champ™, la procédure indiquée ci-dessus n'est pas possible car

la solution de Flamant implique des fonctions Log ou Arctg pour lesquels il n'y a pas de TF. Le probleme a été contourné
en calculant la fonction W/dx avec la méme procédure puis, sur la TF inverse, en effectuant une intégratiorAgnes
simplification des expressions, le champ des déplacernéftss’écrit :

oo
(m) _ —b sin(kx)
1T 4= / CO—= 5 & (4a)
k—0
b )
(m) _ — COSkx
20T ama—w / PI=x— & (4)
k—0
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Fig. 2. Lame mince de silicium courbée par une dislocation coin bved/2(110 / Ox. Un motif carré de points (périodele long deOx)
est déformé élastiquement. Le demi-plan de coupure est matérialisé par la marche, visible a gauche(Q.d.ppigdt supposé fixe. Pour une
meilleure lisibilité de la composante, celle-ci a été exagérée d'un facteur 10.

Fig. 2. Silicon thin foil curved by an edge dislocation wiih=1/2(110/Ox. A square pattern of points (periddalong Ox), is elastically
deformed. The cut half plane is materialized by the ledge visible on the left hand side. Thépaint is supposed fixed. The, component
has been multiplied by a factor 10 for better readability.

Cly) = { 220 —ky + (—ky + 2(=1+ v)) exp2ky]

+[2—2v +k(=y +2La(k(La + ) +2(=1+v))) | exp[2k(h + L1)]

—[2—2v+k(y +2L1(—2+ kL1 — ky + 2v)) | exp[2k(h + Lp + y)]

[2—2v +k(2h%k + y + h(4— 4k L1 + 2ky — 4v) + 2L1(—2+ kL1 — ky +2v)) | exg 2k (L + )]
[-2+2v+ k(- 2h%k +y — 2Lo(—24 kLo +ky + 2v) + 2h(— 24 2kLp + ky + 2v)) | expl2kL1]
[2—2v —k(h—y +h(—=1+2kLp).(—3+ 2k(L1 — y) +4v)) | exp[2k(h + y)]

[242v +k(h+y + h(—1+2kLy).(— 3+2k(L2+y)+4v))]exp[2hk]}exp[—ky] (5)

D(y) = {—1+ 20 — ky + (=14 2v + ky) exp[2ky]

+[1=2v+k(h—y+h(=1+2kLy)(3+ 2k(L1 — y) — 4v)) | exp| 2k (h + y)]

+[1—2v+k(h+y+h(=1+2kL1).3+ 2k(Lp+ y) — 4v)) | exp[2hk]

+[1-2v+k(— h2k+y+2h(1+2kL2+ky—2v)—2L2(1+k(L2+y)—2u))]exp[2kL1]

+[-14+ 20 +k(y +2L1(A+ k(L1 —y) —2v)) | exp[2k(h + L2 + y)]

+[—1+2v+k(—y+2LoA+ k(Lo +y) — 2v))] exp[2k(h + L)]

-[-1+2v +k(2h2k +y+2L1(1+k(Ly —y) —2v) +h(—2—4kL1 + 2ky + 4v)) | exp[2k(Lo + y)]}
-expl—ky] (6)
et

A =1+ expidhk] — 2(1+ 21°k?) - exp2hk] )

La solution au probléeme posé dans l'introduction est donc obtenue en appliquant la relation (1). Les expressions des
contraintes qui en découlent sont exactement identiques aux formules (6)—(9) données par Kroupa [7], compte tenu des axes
différents et des symboles choisis par cet auteur.

Le champ des déplacements et les répartitions des contraintes sont illustrés sur les Figs. 2 et 3 pour une lame ultramince
de silicium et une dislocation avdr= 1/2(110/Ox. Les autres données sont les suivantgs= 68,1 GPa etv = 0,218
[19]; L1 =6 nm, Lo = 10 nm; paramétre cristalliz: 0,54282 nm [20], ce qui donnke= 0,38383 nm. Les iso-contraintes
correspondent a 0 et0,050 GPa. Il est remarquable de constater que les valeurgdmurx = 0, prés des surfaces libres du
haut et du bas, sont respectivement négatives (compression) du c6té du plan supplémentaire et positives (traction) de I'autre, ce
qui est contraire au cas d'un milieu infini. Elles atteignent des pics trés élevés dans ces régions : les maximums sont sur I'axe
Oy aux points d’ordonnées (@,1) et (0, —L>), pour lesquels11 = 1,766 GPa et-1,888 GPa respectivement. Ces effets de
surfaces sont donc trés importants sur les échantillons observés en MET a haute résolution. Les Figs. 2 (b), (c) montrent bien



R. Bonnet / C. R. Physique 4 (2003) 961-966 965

5 i(r“-") ~1T

-25 011

-10 nm),
-15-10 -5 0 5 10 15

-15-10 -5 0 5 10 15

Fig. 3. Courbes iso-contraintes 0 a#xd0 MPa dans une lame ultraminde=£ 16 nm) de silicium déformée par une dislocation coin de vecteur
de Burgersd =1/2(110/ Ox. Les signest et — indiquent les régions a contraintes positives et négatives.

Fig. 3. Equistress curves 0 aae#0 MPa in an ultrathin foil § = 16 nm) of silicon deformed by an edge dislocation with a Burgers vector
1/2(110// Ox. The signst+ and— indicate the regions with positive or negative stresses.

I'écrantage des iso-contraintesq et opo par les surfaces libres. Les iso-contraind®s = o22 = 0 rencontrent bien sir les
deux surfaces libres.

A partir des expressions (4)—(7), il est facile d’obtenir I'angle de flexiake la lame mince a longue distance. Il correspond
a deux fois la composante seléry du vecteur de rotation lorsque— oo, soit

au(m) au(m)
ez—umite[L - —1] (8)
ax 9y lysoo

Aprés dérivation, on constate qu'il s’agit d’évaluer la limite d’une intégrale de Dirichlet [21]. Cette limite est indépendante
de y et des constantes élastiques du milieu et vabbL1Lo/h3. L'angle 6 a déja été obtenu antérieurement par d’autres
méthodes [2,3,7,22]. Pour la Fig. 2, il vaut 2,0
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