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Résumé. Dans la seconde partie de son essai primé de 1729, Bouguer (1698-1758) introduit, pour un rayon
lumineux dans un milieu a symétrie sphérique, son invariant ainsi qu'une forme de I'intégrale de réfraction,
dont il dresse une table pour un modele particulier d’atmosphere; puis il étudie I'influence de la courbure des
rayons sur la dépression de ’horizon — & propos de laquelle il prédit I'effet hillingar. A titre de complément,
on rappelle que la formule de Bradley pourra se déduire du modele de Bouguer; on montre qu’elle aide a
comprendre la forte convexité de la réfraction horizontale en fonction de la réfractivité.

Abstract. In the second part of his prize-winning essay of 1729, Bouguer (1698-1758) considers a light ray in
a spherically symmetric medium and introduces the invariant named after him. He deduces an expression
of the refraction integral, leading to a table which is computed for a particular atmospheric model. He
then studies the influence of the ray’s curvature on the horizon dip and predicts the hillingar effect. As
a complement, we recall that the Bradley formula can be derived from the Bouguer model. This helps to
understand the strong convexity of horizontal refraction versus refractivity.

Published online: 3 March 2023, Issue date: 27 October 2023

1. Introduction

Pierre Bouguer est né le 16 février 1698 au Croisic, port tres florissant ot1 son pére Jan (ou bien
Jean) avait été nommé premier maitre d’hydrographie (enseignant « I'art de naviguer par regles
et principes » [1, p. 372-375]) dans une nouvelle école, gratuite et publique, créée en 1691.
Il se révele vite comme un enfant surdoué, ouvert et curieux, faisant de brillantes études au
college des Jésuites a Vannes. Puis il revient dans sa ville natale a cause de la maladie de son
pere, et il y commence sa carriére a 16 ans en lui succédant le 27 juin 1714 comme professeur
royal (i.e. « maitre ») d’hydrographie ; celui-1a, décédé le 17 mai 1714, était 'un des meilleurs
hydrographes de son temps. Sa compétence de trés jeune enseignant force 'admiration de ses
éleves, tous plus agés, et lui vaut une célébrité précoce, grace alaquelle I'école du Croisic devient
rapidement tres cotée.
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A partir de 1720, et pendant plus d’un siécle, I'’Académie des sciences lancait des concours an-
nuels sur des questions de physique générale alternant avec des questions de navigation, en vue
de l'attribution d’un prix (d’au moins 2 000 £ au xviii® siecle) ; un exemple célebre dans I’histoire
de I'optique est la question sur la diffraction, posée en 1817 pour le prix de 1819, remis a Fresnel
en récompense de son magnifique mémoire de 135 pages. Bouguer en a remporté trois sur la
navigation, tous consécutifs : en 1727 avec De la madture des vaisseaux [2], en 1729 avec De la mé-
thode d’observer exactement sur mer la hauteur des astres [3], et en 1731 avec De la méthode d’ob-
server en mer la déclinaison de la boussole [4]. Au moins avec son essai primé de 1729, ot il utilise
le calcul infinitésimal qui n'est pratiqué en France que depuis une dizaine d’années, Bouguer
surfe sur l'intérét nouveau de I’Académie pour cette nouvelle théorie [5, p. 67], ainsi que pour une
physique plus mathématique [6, p. 560], comme le montre I'étude du contexte intellectuel [7].

En 1729 aussi, il fait ceuvre de physicien en publiant un Essai d’optique sur la gradation de
la lumiere [8], véritablement novateur, que Lambert [9] déclarera tres beau (voir [10] dans ce
numéro spécial). Le 1°' décembre 1730, il est nommé professeur a 1'école d’hydrographie du
Havre. Début septembre 1731, I’Académie des Sciences le recoit comme associé géometre, sur
la place libérée par la promotion de Pierre Louis Moreau de Maupertuis, du grade d’associé a
celui de pensionnaire ; Bouguer saute donc le grade d’adjoint, ce qui est exceptionnel — le seul
cas connu avant lui étant celui de Dortous de Mairan. Alors il sera souvent absent du Havre,
se faisant remplacer pour venir a Paris ; par conséquent, il ne s’'intégrera pas réellement dans
la société havraise. Suite au déces de I'astronome pensionnaire Jacques Lieutaud en 1733, il est
choisi par le roi pour lui succéder le 24 janvier 1735, car il était déja connu pour un travail en
mécanique céleste [11] ; il doit s’établir a Paris, ol il ne restera pas longtemps.

En effet, en remplacement de I'astronome (et assistant a I’Académie des sciences, futur
Secrétaire perpétuel) Jean-Paul Grandjean de Fouchy « qui se désista pour d’obscures raisons
de santé (en fait, il était amoureux et ne voulait pas quitter sa belle) » [12, p. 74], Bouguer part
pour 9 ans le 9 mars 1736 vers le Pérou avec 'expédition de Godin et La Condamine, dont le but
est de mesurer la longueur d'un arc de méridien aupres de I'équateur [13, 14], afin d’en déduire
le sens de 'aplatissement terrestre et sa valeur, grace a la comparaison avec un arc de méridien
mesuré en Laponie par I'expédition de Maupertuis (1736-1737). Avec ses mesures de la pesanteur
en aott 1737 au sommet du volcan Pichincha (a 2 434 toises = 4 744 m d’altitude), mais aussi a
Quito qui se trouve au pied de celui-ci (a 1 466 toises = 2 857 m d’altitude), et plus tard au niveau
delamer [15, p. 329-364], il introduit la « correction al'air libre » et la « correction de plateau » [16,
p- 362-365] ; en 1738 il est intrigué aussi par la faiblesse de la déviation du fil a plomb (quelques
secondes d’angle, considérées par lui comme peu fiables [17, p. 248]) qu’il mesure a proximité du
Chimborazo, par rapport a 'ordre de grandeur prévu par son modele (14 fois plus) — il effectue
donc un travail de géophysicien et d’astronome, qui lui fait soupconner la présence de zones
de densité anormalement faible sous la montagne, ce en quoi il est précurseur de la théorie de
I'isostasie et des racines crustales des chaines de montagnes [15, p. 379-394].

De retour a Paris en 1744, il publie ses observations dans son livre sur La Figure de la Terre,
paru en 1749 [15] ; et de par son expérience de la géodésie, il prend position, mais de maniere
ambigué, dans la polémique de 1743-1757 sur la longueur d'un degré de méridien en France.
Des 1745, il avait été sollicité par I’Académie des sciences et par les ministres de la Marine
successifs, Phélypeaux (comte de Maurepas) puis Rouillé (comte de Jouy), pour examiner un
certain nombre de mémoires et projets visant a résoudre le probléme des « longitudes a la mer »,
déposés devant les autorités. Sur terre, la mesure des longitudes était efficacement réalisée au
xvir®—xvii® siecle par I'utilisation de bonnes horloges et I'observation synchronisée des éclipses
des satellites galiléens de Jupiter : c’est ainsi qu'en 1671 Jean Picard, sur le site de 'ancien
observatoire de Tycho Brahe au Danemark, et Jean-Dominique Cassini a 'Observatoire de Paris,
ont pu observer simultanément cing de ces éclipses, et en déduire la différence de longitude entre
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ces deux lieux. Mais cette méthode s’est avérée inutilisable en mer, a cause des mouvements du
bateau qui perturbaient les horloges a pendule et rendent quasiment impossible I'observation
des satellites de Jupiter [18]. Maupertuis étant parti début 1745, sur I'invitation de Frédéric I de
Prusse, pour présider I’Académie des sciences de Berlin, Bouguer avait été chargé de le remplacer
au poste de « préposé au perfectionnement de la marine ». En 1746 parait son ceuvre magistrale,
probablement écrite en grande partie dans les Andes, pendant les longues périodes d’inactivité
forcée : le Traité du navire, ol il introduit la notion mathématique de métacentre permettant de
prédire la stabilité des vaisseaux [19]. En 1748 il invente 'héliomeétre (ou lunette a double objectif)
pour mesurer avec précision le diametre apparent du Soleil, afin de voir « si la théorie de Newton
est vérifiée pour cet astre, a savoir s’il est aplati aux poles » ; il n’obtient pas de résultat positif, vu la
petitesse cet effet : 0,0089” +£0,0021” mesurés pour le 10 septembre 1996 par I'héliomeétre de Jean
Résch au Pic du Midi, en parfait accord avec les 0,0087” +0,0028” mesurés par le satellite SOHO
pour les 19-20 mars 1997. Mais tres vite Bouguer découvre avec son héliometre les liserés colorés
du limbe solaire (rouge en bas, bleu en haut si 'image est redressée) et les explique correctement
par le pouvoir dispersif de I'air [20, 21].

En 1749, le ministre Rouillé lui attribue la pension de 3 000 £ qui avait été spécialement
créée par son prédécesseur pour le poste de Maupertuis, a 'automne 1739. Bouguer s’acquittera
scrupuleusement de la tache afférente jusqu’a son déces. Ses expertises sur les propositions de
méthode de mesure des longitudes le conduiront a penser que 'utilisation d’horloges dans ce
but est vouée a I'échec et ne mérite pas d’étre encouragée, car on ne dispose pas d’horloges
ayant un fonctionnement suffisamment régulier (quoique des horlogers — au moins les familles
Le Roy et Berthoud — vy travaillaient) ; ainsi, les avis émis par Bouguer auraient agi comme un
obstacle au développement de 'horlogerie de marine en France dans les années 1750 [22]. En
1753, son Nouveau traité de navigation contenant la théorie et la pratique du pilotage [23] est
fort bien accueilli — comme en 1757 son dernier gros ouvrage de marine, De la manceuvre des
vaisseaux [24].

11 participe activement a la rédaction du Journal des s¢cavans jusqu’en 1755. En aott 1754,
année de la mort de son seul frere, il suggere au tout nouveau ministre de la Marine, Machault
d’Arnouville, d’ordonner de nouvelles mesures géodésiques en France, avec 1'espoir évident
de s’en voir confier la responsabilité — pour combattre une solitude devenue trop pesante (il
ne s’est jamais marié) [19] ou compenser une gloire émoussée, et assombrie par de pénibles
querelles [12, p. 280 et 409-410] avec La Condamine qui jetaient le discrédit sur I’ensemble de la
communauté scientifique [25], depuis un retour d’expédition vieux de 10 ans [26] ? Son souhait
est partiellement exaucé, car il fait partie d'une des deux commissions chargées par I’Académie
des sciences de remesurer en 1756 la distance Paris-Amiens pour clore les controverses sur le
degré de France.

A coté de tout cela, il continue a travailler sur la photométrie jusqu’a la fin de sa vie. Car il
avait toujours le souci de perfectionner les instruments de mesure, d’éviter les perturbations
et de développer des corrections, comme il I'avait déja fait entre autres pour ses pendules
gravimétriques a Quito et au sommet du Pichincha oti, pour analyser leurs différences de période
il tient compte, non seulement de la différence de température, mais aussi de celle de pression qui
entraine un changement de masse volumique de I'air et donc de poussée d’Archimede [15, p. 338—
340] ; par la suite, Bessel a montré (en 1826) comment l'usage d'un pendule réversible de forme
symétrique permet d’éliminer cette influence de I'air dans les calculs de gravimétrie [16, p. 320-
321 et 342-347], ce qui rend inutile cette prise en compte de la pression. Il reste que Bouguer se
trouve étre 'un des principaux instigateurs d'une nouvelle approche des mesures qui accroit leur
exactitude et leur qualité, permettant ainsi un net développement de la physique de son siecle.

11 a été juge pour 6 prix de 'Académie des sciences (notamment sur des questions de méca-
nique céleste), et accumule aussi les titres et les honneurs : membre de la Royal Society (1750),
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de '’Académie royale de Bordeaux, membre honoraire de I’Académie de Marine (1752), sous-
directeur de ’Académie royale des Sciences de Paris en 1747 et 1754, et directeur en 1748 puis
1755.

En photométrie, « il passa les deux dernieres années de sa vie a se mettre en état de faire un
nouvel Ouvrage sur la méme matiere, mais qui n’auroit plus besoin du titre d’Essai. Apres avoir
fait toutes les expériences & tous les calculs dont il avoit besoin, M. Bouguer s’occupoit a les
rédiger, lorsqu'il fut attaqué d’'une maladie qui le fit languir plusieurs mois : elle ne put I'obliger
a interrompre son travail ; forcé méme par une hydropisie déclarée, de garder le lit, il ne fut pas
possible de 'empécher de s’occuper de son Livre pendant plusieurs heures du jour : il eut enfin
la satisfaction d’en voir les dernieres pages mises au net, quelques jours avant que de mourir » le
15 aotit 1758 [27, p. iv—v].

Ses travaux en construction navale, en hydrographie, en mathématiques, en optique, en
astronomie, en géodésie et en géophysique font de lui une figure emblématique de savant aux
connaissances encyclopédiques, conforme a l'idéal du siecle des Lumieres [28-30]. Le poéte
croisicais Paul Desforges-Maillard, son cadet d'un an et ami de toujours avec qui il entretint une
abondante correspondance, écrira [31] :

XXIT*

SUR LA MORT DE BOUGUER:.

N’ pu rompre les nceuds de ma tendre amitié:

Ses immenses talens, de mémoire immortelle;
N'égaloient point encor la bonté de son ceeur :
Accompli, né sans fard, prévenant et fidéle *,

Tous ceux qui 'ont connuconnoissoient sa candeur.

Eclairés en tous lienx par son sgavoir sublime,
Le ciel, la terre et:l'eau luidoivent des regrets,
Et jamais des humains la plus célébre estime

Ne pourra payer ses bienfaits.

* Journal de Verdun de 1758, 1. I, Décembre, p. 448.
[31, p. 78] Source : gallica.bnf.fr / BnF
Linterminable querelle avec La Condamine (1701-1774), qui ne cessera vraiment qu’a la mort

de ce dernier, avait laissé de Bouguer I'image d’'un homme difficile ; Condorcet le réhabilitera
dans son Eloge de M. de La Condamine, lu par lui a I'assemblée publique de I’Académie (qui se
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déroule deux fois par an), comme I'a été celui de Bouguer par Grandjean de Fouchy [1, p. 372-
375].

Nous présentons ici son deuxiéme essai [3] primé : [P] Bouguer, De la Méthode d’Observer
Exactement sur Mer la Hauteur des Astres, Claude Jombert, Paris, 1729. 1l est disponible a http:
/ Iresolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN528571516

Ce n’est pas son seul texte ol il traite de réfraction astronomique : il en publiera d’autres pour
I’Académie des Sciences de Paris [32, 33], et ses travaux seront aussi présentés par le Secrétaire
perpétuel [34, 35] ; mais I'essentiel de ses idées novatrices se trouve déja dans son essai primé
de 1729, et nous présentons les quelques idées supplémentaires de ses autres articles dans le
paragraphe 3 de notre « panorama historique [...] » [36] dans ce numéro spécial. Pour une

bibliographie plus compléte de Bouguer, on pourra se reporter a celle établie par Maheu [37],
quirecense 47 titres sars.

DELA METHODE

DDOBSERVER
EXACTEMENT SUR MER

LA HAUTEUR DES ASTRES.

FEPEEEEEERE IR LI AL IR IR IR P AL L LRI LRI LS L 210

—— Oculofque fub aftra tencbat.
Virg. Mar. ZEnei. Lib V.

i O.r s U E ’Academie Royale des Sciences
il propofe aux Sgavans de toutes les Nations,
i de determiner quelle eff la meilleure Méthode
! 2| d’obferver les hautewrs fur Mer , parle Soleil
@ par les Eroiles , (oit par des inflrumens déja connus
Jfiit par des inflrumens de nouvelle invention , Ellemontre
dans cette rencontre, comme dans toutes les autres, 'ex-
tréme attention qu’elle a pour l'utilité publique, & pour
la perfe&tion des Arts. Elle ne pouvoit pas choifir en effet
de matiere plus importante, & qui interrefsit davantage
les Marins. Car réduits en Mer 3 ne pouvoir trouver que
la feule latitude , avec un peu de précifion , les Pilotes ne

[3, p- 1] Source : Niedersichsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen
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2. Résumé et commentaires

Ce mémoire [3] de 74 pages se compose de deux parties.

La premiere (p. 3-38) est formée de 4 chapitres (et non pas 6, comme cela est marqué par
erreur en téte des pages 33 et 35) consacrés aux divers instruments de mesure de la hauteur
angulaire apparente ' = 90° — Z’ d’un astre, a leurs avantages et leurs inconvénients respectifs,
et leurs perfectionnements éventuels. Ils sont classés en deux catégories, selon qu'ils se servent
de I'horizon marin comme référence (c’est le cas de I'arbalestrille, du baton astronomique, etc.
— mais le sextant moderne ne sera inventé que dans les années 1730), ou bien utilisent un fil
a plomb (resp. une disposition imprimée par la pesanteur a I'instrument) comme le quadrant
de Gunter (resp. I'astrolabe lourd et pendu par un anneau), etc. — ce qui semble a priori exclu
a cause du balancement du navire, mais Bouguer remet en cause cet a priori en réétudiant au
chap. III différents systémes : « car est-il certain qu'on ne pourroit pas a 'aide d’'une bonne
suspension, garantir [ces derniers] des plus grandes agitations du vaisseau ? »

La seconde partie (p. 39-72) est consacrée aux corrections optiques qu’il est nécessaire d’ap-
porter aux mesures. Bouguer montre trés clairement la nécessité, en navigation astronomique,
de tenir compte (pour un observateur S) de corrections dues d'une part a la réfraction astrono-
mique ys (qui fait 'objet du chapitre I — p. 39-62 — de cette partie), d’autre part a la réfraction
atmosphérique (ou « terrestre ») qui fait '’objet du chapitre II — et que Lambert [9] caractérisera
en moyenne par le coefficient de réfraction « g, i.e. le quotient de la courbure des rayons horizon-
taux en S par la courbure méridienne de la Terre (voir le paragraphe 3 de [36], puis 7.1.1 de notre
exposé des « propriétés remarquables de la réfraction astronomique [...] » [38], et 3 de [39], tous
dans ce numéro spécial).

Indépendamment de Newton qui 'avait précédé en 1694 sur I'étude de ys dans un milieu
a symétrie sphérique mais ne 'avait pas publiée (voir le sous-paragraphe 2.2 de [36]), Bouguer
écrit, moins approximativement que Newton, I’expression de ys sous la forme d’une intégrale
(dite « de réfraction ») pour un rayon lumineux (R) supposé plan et allant d'un astre a S; si
on utilise la fonction tangente et I'indice de réfraction n (ainsi que sa valeur ng en S) au lieu
de rapports de cotés de triangles et de sinus comme Bouguer, on peut la mettre sous la forme
actuelle

s tana
Xs =f dn (1)
1 n

ol a est, en un point courant P de (R), 'angle entre un vecteur tangent a (R) et le vecteur gradn
— pour une démonstration moderne de (1), voir le paragraphe 2 de [38] (mais rappelons surtout
que cette intégrale suppose que tan & soit une fonction non-équivoque de n). Bouguer consacre
tout son §. XLI, intitulé « LEMME », a démontrer ce que nous appelons actuellement son invariant :
a savoir, apres transposition (cf. Table 1) en termes actuels ici comme dans toute la suite,

Ig:=nrsina = ngrssin 2’ 2)

pour (R) dans un milieu a symétrie sphérique de centre C — l'indice S mis a une grandeur
indiquant que I'on considére sa valeur au niveau de S, le symbole := indiquant une définition ou
une notation, et la variable r désignant la longueur du segment CP (Bouguer appelle ce dernier
« I'appliquée » de P). La démonstration de Bouguer [3, p. 41-42] est rédigée encore en termes
de géométrie sans aucune équation, et toujours indépendamment de Newton. Puis, apres des
explications (qui seront plus claires dans son mémoire de 1753 [33]) occupant essentiellement
les pages 44-46, Bouguer en tire (p. 46) 1'expression de 1'élément différentiel de réfraction, sous
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la forme

I
dy=—2— _dn™". 3)

V2= (215

Bouguer dit que « presque tous les personnes qui ont traité ce sujet » [3, p. 47] ont supposé que les
valeurs de 1/n— et non pas 1/(n—1), car il parle ici « des sinus » — sont proportionnelles aux va-
leurs d’un volume massique (Bouguer parle de « dilatations »). Or il note qu’avec la forte baisse de
masse volumique p de I'air en fonction de I'altitude, cela donnerait y s bien plus grand que ce qui
est observé, donc il écrit que cecil’a « obligé de suposer que les réfractions étoient causées dans
I’Atmosphere par une matiere différente de I'air, & que nous avons apellée réfractive » (p. 48) ;
derriere cette supposition se trouve vraisemblablement 'idée que 1/n est proportionnel au vo-
lume massique de cette « matiere réfractive », qui ne forme pas un mélange homogene avec 'air
dans I'atmosphere : en cela, il reprend une idée émise au tournant du xvin® siecle, afin d’expli-
quer des faits troublants pour I’époque, au moins selon Giacomo Filippo Maraldi [40] suivi par les
Cassini ([41, p. 197], [42, p. 84]) — mais sans les citer. Alors Bouguer considere que, vraisemblable-
ment, 1/n est une fonction (peut-étre proportionnelle a une puissance) du volume massique de
Iair, et il suppose plus quantitativement que 1/7 est proportionnel a r7 [3, p. 48]. Sans le savoir,
Bouguer considérait donc pour cette « matiere réfractive » un modele d’état d’équilibre polytro-
pique d’un certain indice j (voir le sous-paragraphe 2.2 de [36]), car on sait maintenant que dans
ce modele la masse volumique est inversement proportionnelle 4 r/ (avec une pesanteur inver-
sement proportionnelle a r2) et la température absolue T inversement proportionnelle a r pour
un gaz parfait. Autrement dit, Bouguer ignorait, ou occultait, ou interprétait mal les conclusions
expérimentales de Hauksbee [43, p. 175] qui préfiguraient la loi empirique de Gladstone-Dale.
Serait-ce un cas de wishful thinking, car Bouguer aurait eu trés envie d’utiliser les belles proprié-
tés qu'il a découvertes pour des rayons dans un milieu ol1 7 est inversement proportionnel a r7?
A sa décharge, signalons que le résultat de 'expérience de Hauksbee mit longtemps 2 étre admis,
vu les doutes de 'époque liés notamment a son résultat contradictoire avec I’expérience (en fait
défectueuse) de Homberg [44, p. 115] ; mais surtout, au xvii® siecle les appellations, différentes
des notres, étaient encore bien ambigués et entretenaient la confusion entre ce qu'on appelle
maintenant l'indice n et la réfractivité n := n = 1 : le mot « réfraction » était utilisé pour dési-
gner tantot, a I'instar de y s, une déviation (quasi proportionnelle a n — 1 dans les expériences de
Hauksbee, qui écrivait « By these Experiments it plainly appear’d, That the Refraction of the Air
was, as far as the Eye could distinguish it, exactly proportional to its Density » [43, p. 175]), tan-
tot le rapport des « sinus des angles d’incidence & de réfraction » [3, p. 47]. Bouguer aurait-il pris
dans l'article de Hauksbee le mot « refraction » [43, p. 175] avec sa seconde acception, alors qu'’il
relevait ici de la premiére ? Puisqu’on ne parlait donc pas encore d’indice de réfraction a cette
époque, mais de rapports de sinus, # ne saurait alors étre défini qu’a une constante multiplica-
tive pres, donc il est naturel que ng soit absent du modéle de Bouguer, et selon lui il ne serait pas
illogique de considérer un profil d'indice tel que lim,_.., n(r) = 0 ; cependant Bouguer considere
que 'atmospheére de son modele a une étendue limitée, et que les rayons lumineux ne présentent
pas de point anguleux a sa frontiére haute, donc (en termes actuels) que l'indice n'y est pas
discontinu.

Bouguer déduit de son invariant Ip 1’'équivalence entre 'existence de rayons en spirale loga-
rithmique et le fait que les valeurs des « dilatations » (donc de n~! selon Bouguer) sont propor-
tionnelles a r [3, p. 43 et 52] — notons qu’alors I'élément différentiel de I'intégrale de réfrac-
tion dy = (tana)dn/n est, en vertu de simples propriétés géométriques, égal (en valeur abso-
lue) a I'angle au centre df correspondant. Bouguer a trouvé aussi (p. 49) une loi plus générale
dans le cas ol n est inversement proportionnel a r7. Notons qu’avec ce profil d’'indice particu-
lier on a kg = g — en vertu de la relation (43) de [38] de ce numéro spécial. Et c’est en appliquant
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«des méthodes géométriques » [3, p. 52] aux rayons dans un tel modéle d’atmosphere (de hauteur
H au-dessus de I'observateur) que Bouguer construit une table de ys(y’), en ajustant (comme
Newton) les deux seuls parameétres indépendants ajustables de son modele, g et h; := H/rg, a
deux valeurs de référence : ys(0°) = 33’ d’apres les observations, et ys(26°) = 2’ 12" d’apres les
tables de La Hire [3, p. 57]. Malheureusement la table obtenue par Bouguer (et qui correspond a
g =0,1281 =1/7,805) donne des valeurs en moyenne 10 % trop élevées, sauf aux faibles hauteurs
(nous reviendrons sur ce point aux sous-paragraphes 3.4 et 3.5 du présent article) ; pendant I'ex-
pédition du Pérou, Bouguer annoncera le calcul d’autres tables, « en suivant en partie la méthode
que j’ai expliquée dans la Piéce que je publiai en I'année 1729, sur la maniére d’observer en Mer
la hauteur des Astres. » [32] Apres avoir cité la table de Tycho, il termine ce chapitre en comparant
la sienne a celle de La connaissance des Tems, qui est calculée selon le modéle de Cassini [3, p. 61—
62] ; il constate que la variation des réfractions pres de '’horizon, qui était mal reproduite avec le
modele de Cassini, I'est mieux avec le sien (ce que le théoreme de Biot explique tres facilement
— voir le sous-paragraphe 7.1 de [38]).

Le dernier chapitre est consacré a la dépression de 'horizon, a savoir I'angle § égal a la
hauteur de I'horizon astronomique (i.e. 'ensemble des directions horizontales pour S) par
rapport a I’horizon réel (qui usuellement est plus bas) ; Bouguer commence par calculer 6§ (qu'’il
appelle « I'inclinaison de I'horison sensible ») en considérant que les rayons lumineux venant
de T'horizon marin sont rectilignes (comme le faisaient ses prédécesseurs), et il produit ainsi
une table de 6 en fonction de 1'élévation E de I'observateur S [3, p. 65], mais il montre qu’il
y a un désaccord net avec une observation datant de la campagne géodésique des Cassini (au
début du xvii®) depuis une élévation de 408,5 toises (2 451 pieds) : 50’ 20" observées, contre
54’ 20" attendues (p. 66). Alors il montre (et il semble étre en cela le premier) comment tenir
compte de la courbure des rayons lumineux pour analyser les observations des objets terrestres ;
elle diminue 6, d’ol1 une nouvelle table de 6 (p. 70), dont la différence avec I'ancienne n’est pas
négligeable pour les marins (p. 71). Cette diminution de 6 était déja prévue par Jean-Dominique
Cassini, a propos des observations faites depuis Perinaldo lors de son bref et unique retour
dans son village natal en novembre 1694, mais il ne savait pas comment mettre en équations
les rayons courbes pour calculer 6 théoriquement (voir la fin du sous-paragraphe 2.1 de [36]).
A la derniére page, Bouguer tombe dans le travers de la plupart de ses illustres contemporains
(comme Jacques Cassini [42] — voir le paragraphe 1 de [36]) et de ses prédécesseurs (Newton et
Flamsteed dans leur correspondance de 1694-1695, Huygens, Brahe, etc.), consistant a attribuer
les « irrégularités » de réfraction a « la différente quantité de vapeurs qui se soutiennent dans
la partie basse de I'’Atmosphere » [3, p. 72], au lieu de les expliquer par un profil thermique
non standard.

Pour d’autres détails, voir
A. T. Young. (Page consultée 12 janvier 2022), Annotated bibliography of mirages, green flashes,
atmospheric refraction, etc., [En ligne]. Adresse URL : https://aty.sdsu.edu/bibliog/bibliog.html

3. Présentation illustrée des idées fondamentales

La partie qui nous intéresse est la seconde, puisqu’elle seule traite de la réfraction — voir aussi [7]
pour une présentation moins analytique. Dés son premier chapitre consacré a ys, Bouguer
laisse clairement entendre qu’il vise une étude meilleure que le traitement sommaire de ys par
Newton (1642-1727) dans son Opticks (1704) [45, Prop. X de la part. III du second livre] : voir ci-
dessous, dans les pages 39-40 de [3], le paragraphe qui, malgré sa déférence envers les « grands
Géometres » comme Newton récemment décédé, n’en est pas moins une pierre jetée dans son
jardin.
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.SegcoX. ParTiE. CHARL 3%
I IIEIIEISIIITLI ISR
SECONDE PARTIE

Des corvections qu'il fant faire a la bautenr aparente
des Aftres, pour avoir la bantenr véritable.

CHAPITRE PREMIER,
De la réfraction Aftronomique.
§. XXXIX.

Lufieurs grands Géometres ont cherché lanature de

la Solaire , ou de cette ligne courbe que tracent dans
Pair lesraions qui nous viennent des Aftres : mais ils ont
toujours négligé la fphéricité des différentes couches,
dont on peut concevoir que I’ Atmofphere eft formée. Ce-
pendant il eft certain qu'on doity faire une exprefle at-
tention ; & qu’il ne fuffic pas, comme on le pourroit croire
d’abord , de chercher la nature de la So/aire pour des cou-
ches planes, & de courber enfuite cette ligne & propor~
tion qu'on fupofe que les couches fe courbent elles-mé~
mes pour devenir Sphériques. Car un raion de lumiere
qui avance ici horifontalement, fait avec les coughes fu-
péricures des angles de 30™™ d’un degré, de deux degrez
&c. & cettediverfité d'angles d’incidence, qui vient prin-
cipalement de la courbure des couches , doic aporter de la
différence dans la refraltion méme. Cleft aufli par cette
raifon qu'on ne peut pas apliquer a ’Atmofphere, le fa-
meux Théoréme avancé par M. Nevvson dans fon Qpti-

[3, p- 39] Source : Niedersédchsische Staats- und Universitidtsbibliothek G6ttingen

40  Dres.Corrections pr LA HAUTEIUR | &
que,*qu'un raion de lumiere qui pafle 3 travers plufieurs
milicux dé differentes denfitez , & compris encre des fur-
faces paralelles, fouffre précifement par le trajet de tous
ces milieux | la méme réfradtion que s'il pafloir immédia-
tement du premier au dernier. Cette propofition n’eft
graie que lorfque les furfaces font planes, & il sen faut
extrémement qu'on puifle s'en fervir pour déterminer les
réfraltions aftronomiques, ni pour decouvtir le powvoir
refringent qua l'air groflier dici- bas, parraport a celui
qua Fair fubtil du hautde I Atmofphere.
[3, p. 40] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen

Avec son modele d’atmospheére stratifiée sur une Terre plate, Newton introduisait donc
I'invariant de Snell-Descartes. Bien s{ir, dans ses lettres de 1694 a Flamsteed (voir le sous-



424

Luc Dettwiller

paragraphe 2.2 de [36]), il avait fait mieux, et introduit'invariant /5 (2) ; mais Bouguer ne pouvait
pas le savoir, puisque cette correspondance n’a été publiée qu’en 1835. Alors, apres avoir posé le
probléme de I'’étude du rayon (R) que Bouguer appelle la Solaire, celui-ci démontre son invariant

Ig dans un lemme [3, p. 41].

3.1. Invariant de Bouguer

Correspondance des notations

TaBLE 1. Notations (le symbole := indique une définition)

Notations de Bouguer [3]

Notations de
Dettwiller [36,38] dans ce
numéro de C. R. Phys.

Indications [et unités
usuelles]

A
la Solaire

«la distance » y := CP de
« l'appliquée »

dy :=SP de la Fig. 11 de Bouguer

«l'ordonnée » z := FG du
point courant G d’'une
«courbe » qui est le graphe
des « dilatations z de la
matiere réfractive »

c

« progres horisontal »
élémentaire, du

cdz

¥? = (c?/a?)z?

S
le rayon lumineux (R)

r

rs

dr

rsn-

rs do

Igrsdn™!

V2= (nH2IE

Point de I'observateur
Rayon allant d'un astre a S

Distance entre un point
courant P — du rayon
lumineux (R) — et le centre
C de la Terre, pour un
modele d’atmosphere a
symétrie sphérique [km]

CS (quasiment le rayon
terrestre) [km]

Variation élémentaire de r
pour un déplacement
élémentaire de P sur (R) [m]

Inverse de I'indice de
réfraction, multiplié par rg
(km]

Invariant de Bouguer [km]

Longueur de la projection
sur Terre du déplacement
élémentaire de P sur (R) [m]

Réfraction élémentaire —
correspondant au
déplacement élémentaire de
P sur (R) — et multipliée par
le rayon terrestre [m]

(suite sur la page suivante)
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Notations de Bouguer [3]

Notations de
Dettwiller [36,38] dans ce
numéro de C. R. Phys.

Indications [et unités
usuelles]

CN

h=m-1)/m
1-g=al""CN"™!

q

rs+H

—2w=(g-1/q

L+ (H/ 1)) = rg " (rs + H)™ !

siny’

Exposant du modele de
Bouguer

Rayon de la frontiere
supérieure de I'atmosphere,
dans le modele de Bouguer
(km]

Coefficient utile
Autre coeflicient utile

Sinus de la hauteur

q
apparente
p cosy’ =sinZ’ Sinus de la distance
zénithale apparente

e xs(0) := ysp, (1€ valeur de Donnée numérique utilisée

référence) pour la construction de la

table de Bouguer [°,’, "]

f xs (26°) (2€ valeur de Idem

référence)

’§. X Ll

Peut-&tre donc qu'on entreprend ici de donner la pre-

[3, p- 40] Source : Niedersadchsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen

miere folution légitime du probléme de la Solaire. Pour
entrer en matiere; on fupofera que KAO (Fig.11.) eft
une portion de la {urface de la terre, dont le point C eft
ie centre : on concevra le femidiametre CA prolongé in-
définiment vers D, & on imaginera une courbe BGI qui
ait CD pour axe, & dontles ordonnées AB, FG, DI
repréfentent les différentes dilatations de air 3 chaque
hauteur au-deffus de la terre; ou plitde ces ordonnées
doivent marquer les diverfes dilatations de la matiere ré-
fraltive répandué dans l'air. Concevant aprés cela un
raion de lumiere NPA , qui A caufe de la réfradtion con-
tinuelle qu'il fouffre en paffant toujours dans un milieu
plus denfe, décrit avant de parvenir 3 nous la courbe N
PA, nous confidererons les trois parties confécutives &
infiniment petites Pp, p7 , wa ; & les aiant prolongées in-

-définiment vers le bas, afin d"avoir les trois tangentes PL,

2! ®x ala courbe NPA , nous abaifferons du centre C de
laterre, lestrois perpendiculaires CL, C/, & Ca fur ces
tangentes. Enfin ontirera leslignes CP, C;.8¢ aiant dé-
crit du point € comme centre, les trois arcs PF, Spf’,

* Dansla propof. X de Ia troifiéme Partié du fecond Livse,
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[3, Fig. 11 en fin d’ouvrage] Source : Biblioteca Virtual del Patrimonio Bibliografico
(https://bvpb.mcu.es/es/consulta/registro.do?id=576360). CC-BY 4.0

Noter que la courbe (BGI) ci-dessus, de point courant G, est d’abord présentée comme le graphe
de p~! (« dilatation de I'air ») en fonction de la « hauteur au-dessus de la terre » (3, p. 40] ;
mais ensuite Bouguer se ravisera ouvertement (p. 48) : a une constante multiplicative pres, (BGI)
devient le graphe de la « dilatation de la matiere réfractive » (en fait, celui de rg n~! en termes
actuels) que Bouguer appelle « 'ordonnée z » du point courant.

SeconN. ParTiE. Cuar L 41
sm®, on élevera perpendiculairement a. I'axe CDdela
courbe BGI, les trois ordonnées FG, fz, 9.

LeMME.
§. XgLI.

Cela fupofé, il eft évident qu'a caufe de linfinie peti-
tefle des épaiffeurs Ff, fo, on peut fupofer que lordon-
née GF exprime la dilatation de l'air ou de la matiere
réfraltive qui eft comprife dans toute la couche fpheéri-
que, dont FPpfeft une portion , 8z dont Ffeft Fepaiffeur;
& que l'ordonnée ¢f repréfente pareillement la dilata-
tion de la matiere refrattive,, comprife dans totite la cou-
che qui cft imédiatement au-deflous , & dont f? ou ps eft
la petite épaifleur: Ainfile raion de lumiere fera le pe-
tit crajec Pp fans fe courber : mais renduenp, il s’y rom-
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pra, parce qu'il rencontreraen cet endroit de I'air plus
condenf¢; & par confequent, au lieu de.continuer lelong
de pL, il fe détournera felon p/; 8 le déwour fera tel,
qu’il y aura méme rapott de FG au finus de l'angle d'in-
cidence que de fz au finus de l'angle de refradtion. Cleft
ce qui doit arriver felon la loi ordinaire des réfractions:
mais {ion confidere que Cp/, eft égal 3 I'angle d'inciden-
ce, & que Cpl eft 'angle méme de réfraction, on con-
clura que FG et 3 CL, comme f¢ eft a2 C/; puifque
dans les deux trianges CpL, Cp/ qui ont méme hypote-
neufe Cp, les cotez CL, & C/font en méme tifon- que
les finus des angles CpL , Cp/, & que par.la nawure de
la réfraction, FG doit étre au finus de Pangle CpL, com-
me fz au finus de I'angle Cp/. On prouvera avec la méme
facilice que fg eft 3 C/, comme @y eft 3 Cazcar le
raion étant parvenwen = en faifantavec la verticale C,
un angle d'incidence Cn#, il fouffrira dans ce point un
fecond détour , enfuite duquel il avancera felon 7n &
fera avec la méme verticale Cn, l'angle de réfrattion G

[3, p. 41] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitédtsbibliothek G6ttingen

42 Des CORRECTIONS DE LA HAUTEUR, Chr.

. Mais comme les deux triangles reGtangles Cn/, Cmi
ont encore.une méme hypoteneufe Cm, il eft clair que
C/fera 3 Car, comme le finus de I'angle Cw/ fera au fi-
nus de 'angle Cmix : & qu’ainfi les ordonnées gf & 5@ qui
expriment le raport qui doit étre entre les finus des an-
gles d’incidence & de refradtion Cn/ & Cwna, exprime-
ront aufli le raporc qui doit fe trouver entre C/ & Ch;
& ily aura donc par confequent méme raifon de ¢f3 C/,
que dey@ i Ca. Or il refulee de tout cela que -GF eft ¥
CL, comme Ap eft 2 Ca; puifque P'un & l'autre de ces
raports , eft egal 3 celui de gf a2 C/. Ec comme on peut
apliquer le méme raifonnement a toutes les autres Parties
dela folaire ou de la courbe tracée par le raion de lumie~
re; il s’enfuit que les perpendiculaires tirées du centre de
la terre fur lestangentes de cette courbe , feront conti-
nuellement proportionelles aux ordonnées correfpon-
dantes de la courbe IGB des dilatations : c’cft-ﬁ-crirc s
que fi on tire du centre C de la terre des perpendiculai-
res CR, CM &c. fur les tangentes NR, AM &c. de la
Solaire, il y aura continuellement méme raporct de 1D 3
CR que de AB 2 CM, que de GFa CL , &c.

(3, p. 42] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitédtsbibliothek Gottingen
Ce §. XLI, que nous avons reproduit intégralement, est tout entier occupé par la démonstration

del'invariance de Ip := nrsina. Muni de ce résultat, et apres une digression intéressante (§. XLII)
mais inutile dans la pratique, Bouguer va écrire y s rigoureusement sous la forme d’une intégrale.
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3.2. Intégrale de réfraction
§. XLIV.

Sion fait maintenant attention au Lemme demontre
§. 4. que les ordonnées de la courbe des dilatations font
continuellement proportionelles aux perpendiculaires ti-
rées du centre C fur les tangentes de la {olaire, onpourra
faire cette proportion AB=4¢| CM=¢ || GF=z |

CL==, Ainfila queftionfe réduit 3 faire enforte que
la courbe ANP que déericle raion de lumiere, ait effec-
tivement dans tous fes points , = pour les iperpendiculai-

res comme CL tirées du centre C , fur fes tangentes PL,
Pour cela je cherche la petite ligne ou le petit arc pS,
pat cene analogic; CE=4 | cE=du [ Cp=y | pS=

(3, p. 44] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitédtsbibliothek Gottingen

Secow. ParTIE CHaAR L 43
7? 3 & ajoutantle quaré de pS aveccelui de SP=4dy, &
tirant la racine quarée de la fomme, il me vient y”;‘lif'"

d—”=yf."i’i__‘+“1-‘”—z pour la valeur de pP. La reffemblance

du petit triangle pSP & du grand CLP me fait enfuite &
couvrir la valeur de la perpendiculaire CL par cette ana-

logic, pP="1*=H" | g =14 [CP =y |CL=
2

”JZ%:—»W’— - Et comme cetre perpendiculaire CL que

' y2du
nous trouvons ainfi égaled V552447, le doit écre aulli
y2du

Vyrdur +ardys

nous tirons a’ytdu’ = C'z'ydw + acz'dy*, & a'yidut

— ¢2tdn: =a'cz'dy*, & enfin la formule ds =
aczdy czdy

= e .
ou du gV —2 5. Or on voit aflez

3 % nous aurons l’équation =% dont
4 - a

gV —zi? =
ar
qu'on peut toujours conftruire aiféement la folaire par
cette fgrmule; pourvit qu'on fuppfe connu€ la qua-
drature des courbes. C'eft ce quil n'eft pas neceflaire
drexpliquer. Nous pourrions aufli nous dz’fpenfcr de dire
que pour trouver la valeur de # ou de l'arc AE par le
calcul , il n’y a qu’i tirer Pexpreffion dezeny,de léqua-
tion qui marque la nature de la courbe 1§GI des dilata-
tions, & qu'introduifant cette expreflion 4 la placedez,
dans la formule du = ';—(‘;_L_—,J" le fecond membre ne
s Ly

contiendra plus que y de feule variable avec fa diff,{:rex}-

tielle ; ce qui nous permetra toujours d’en prendre linté-

grale, & de trouver au moins par aproximation, la va-

Jeur de Varc » qui répond a chaque apliquee y.

Fiy

[3, p- 45] Source : Niedersachsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen
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46  DEes CORRECTIONS DE LA HAUTEUR, G.
§. XLYV.

On peut non-feulement conftruire de cette forte la
ligne APN que tracent dans l'air les raions de lumieres
mais on peut toujours aufli découvrir la quanticé de la
réfradtion aftronomique, ou la quantité dont ces raions
fe courbent depuis leur entrée dans ' Atmofphere jufqu'a
nous. La courbure quils fouffrent en chaque point p,
cft mefurée par 'angle infiniment petit que font deux
tangentes voifines PL, p/; & la courbure totale eft égalea
F'angle que font les tangentes aux deux extremitez de la
courbe. Il fuit de I que fi nous abaiffons du centre C de
la terre, des perpendiculaires CL ,C/ fur les deux tan-
gentes PL, p/; nous pourrons regarder le petit arc X
compris entre ces deux perpendiculaires , comme I'éle-
ment de la réfraction aftronomique , puifqu’il mefurera
Pangle LC/, qui eft égal 2 celui que font les deux tan-
gentes : & par la méme raifon I'arc entier K7 intercepté
entre les deux lignes CMK & CR, qui font perpendicu-
laires aux tangentes AM & NR, aux deux extremitez de
la courbe, pourra étre pris pour la courbure que fouffre le
raion dans tout fon trajet. Or fi on fe fouvient que CL

‘=%, on aura’—::—E pour la petite partic LH dont CL fur-
paffe €/; & on pourra découvrir lavaleur de ce petit

arc X par cette analogic PL= ¥ CP* — CL* = vy~

——

Zz |[LH= 2% | CX=14 | Xx. Il vient de cettc

3
force Vyi—e,. pour expreflion de ce petit arc: ex~
A
preflion qui eft générale , & qui convient également 3
toutes les dificrentes hypothefes des dilatations de lair.

[3, p- 46] Source : Niedersédchsische Staats- und Universitidtsbibliothek G6ttingen

SecoN. PaArTIE, CHAR L 47

Mais on la réduira, comme on le fgait, i chaque hy-

pothefe particulicre , en fubftituant 3 la place de = fa

valeur exprimee en y; & il ne reftera plus enfuite qu'a en
ot r : ey cdz

prendre I'intégrale , pour avoir la quantite _/;,——————-]—;_—_E;

ax

de la réfraltion aftronomique.

[3, p- 47] Source : Niedersachsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen
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En transposant dans nos notations (cf. Table 1), on voit que Bouguer a obtenu l'intégrale de
réfraction (qui est la premiere intégrale de son mémaoire) sous la forme

— 1_1 IB dn—l
s\ [r2—(nh2IE

(voir les relations (14) de [36]) ; Newton a obtenu une forme voisine dans ses lettres a Flamsteed

mais moins rigoureuse, car il lui manque un facteur n~!. Bouguer a aussi (p. 45) 'expression de

I'angle au centre élémentaire associé a un élément de (R) :

-1

dG:IBn—dr; (5)

/ “1y2 2
ry/r?—(nH2r;

do= "% G ana Y ®)
rvricos?a r’

ce qui revient bien a la formule classique suivante pour les courbes en coordonnées polaires :
1 1dr
tana rdf’

4)

on le vérifie facilement en notant que

)

3.3. Le modele de Bouguer

Dans le résumé, nous avons annoncé les raisons pour lesquelles Bouguer adopte une loi de
proportionnalité entre 1/n et r9 ; voyons avec ses propres mots comment il justifie ce choix
curieux (sans pour autant tenir fermement a I'existence de la « matiére réfractive »), et regardons
les élégantes conséquences qu’il en tire.

§. LXVIL

11 feroit affez facile felon cela, fi on connoiffoit les di-
verfes dilatations z de la matiere réfradtive i différen-
tes hauteurs au-deflus de la terre , de découvrir la nature
de la courbe que décrivent les raions de lumiere; & le
raport des réfradtions : car onn’auroit toujours qu’a fe fer-
vir pour la premiere de ces déterminations dela formule

tzdy

"=f WWy—o N & pour la feconde de la formule
a

cdz

Vyr—e . Mais malheureufement on ne connoit poine

—2
47-2‘

les dilatations de la matiere réfralive, dont on auroit
befoin. On a bien quelque connoiflance des différentes
dilacations de I'air ; mais il eft certain que les réfra&ions
n'en fuivent pas te rapore, En effet 'air pris 3 une gran-
de hauteur au-deflus de la tetre, eft mille fois & dix
mille fois plus dilaté qu’ici bas; & ainfi, {i les finus des
angles d'incidence & de réfraltion , {uivoient le raport
fimple de ces dilatations, comme l'ont fupofé¢ prefque
toutes les perfonnes qui ont traité ce fujet, un raion de
lumiere qui feroit d’abard horifontal, devroit fe rom-
pre {i confiderablement dans I’Atmofphere , qu’il devien-
droit prefque verrtical, avant de parvenir jufqui nous.

[3, p- 47] Source : Niedersachsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen
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48 Des CORRECTIONS DE LA HAUTEUR, €9

C’eft ce qui nous a obligé de fupofer que les refrattions
¢toient caufées dans I'Atmofphere par une matiere dif-
ferente de lair, & que nous avons apellée réfractive.
Mais fi on ne veut. point admettre Pexiftence de cette
matiere , nous ne nous en metrons point en peine. Car
Ies finus des angles d’incidence & de réfraction, qui ne
font point proportionels aux dilarations de lair, le font
certainement a quelque puiffance ou i quelque fonc-
tion de ces dilatations : or on n’a qu’a regarder la cour-
be BGI, comme exprimant les dilatations de lair ele-
}é.es a ces puiffances ou a ces fonctions quelles quelles
oient.

Déserminer la Solaire pour toutes les Hypothefes dans le/-
guelles les dilatations 2 font proportionelles aux dif-
tances'y au centre de laterre , élevées 4 wne pwiffance
quelcongue m.

§ XLVIIL

Mais enfin, puifque nous ne connoiffons point la cour-
be BGI des dilatations , nous allons fupofer que fes or-
donnees FG = z font eégales 3 une puiflance quelcon-
que  des diftances y au centre de la terre ; Ceft-a-dire ,
que nous fupoferons z ==y ™, ou plitét z==4 '~ "y™ afin
dobferver la loi des Homogenes. De cette forte nous
comprendrons dans notre calcul une infinité¢ de diffé-
rentes hypothefes de dilatations., puifque m peut repré-
fenter une infinité. de differentes puiffances. Cette fupo-
ficion donne dz=ma' =™y ™—'dy & fi on introduit
cette valeur Alaplacede dz, 824'—™ y ™ jlaplace dez,
dans les formules géncrales yVy%‘T & f pedz

— S 14 2

~
Pxs

yr— oy
: ar

la premiere qui exprime I'élement 4 des abfcifes AE
' ou

[3, p- 48] Source : Niedersédchsische Staats- und Universitidtsbibliothek G6ttingen
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Secow. Parrie. Cuar 1, 43
eu AO de la Solairc , fe changera en. . .. .. 4
il = et & on aura

e e
,sz._‘z,z~zm YV ar e 2 gr=—2m y2m =2

PP Y
Al ’;
" A ™ m, m e i@
donc par confequent y= /;, s impmor 2 POUr

ces abfciffes , ou pour les arcs AE, ou AOQ qui répone
dent 3 chaque apliquée CP ou CN ==y, D’unautre cb-

» - cdz
té, la feconde fqrmulc ./;/,;_,z -
. az
quantit¢ de la réfradtion aftronomique, fe changera pax

meat = mym=1dy

de pareilles fubfticutions, en ==

Y,z._‘z‘z—zm -
at J -

& ¢'eft done i la quantité de I3

meg2 = mym=2 gy

Var——c2iaz "ij am~—3

refrattion. Il nous refte maintenant 3 trouver les va-

. . o ’ cas — mj m e 2-d’
leurs de ces deux intégrales f,;—,»—?——__—m;—,_?ﬁ =¥
mear ~my m =24
& e,

Y/'z—ﬂ'gl rlm’ 2me=3

trouvions une, pour que nous ajions les deux ;- ear om
voit qu'elles font dans un raporc conftant, due la pre-

» Mais c’eft aflez que nous en

miere ou que le progrés horifontal O A di raion de lua

miere 2 mefurer fur la circonférence de la-terre , eft X
la feconde intégrale ou i la refraltion aftronomique,
comme l'unic eft am: & Ceftce qui et trés-remarqua-

ble,

[3, p. 49] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitédtsbibliothek G6ttingen

Transposée avec nos notations, la propriété obtenue a la fin du §. XIVII est

dy=—-qdo

, qui exprime la .

(8)

« & C’est ce qui est tres-remarquable ». On peut retrouver cela plus brievement, en notant qu’'a
cause des relations (1) et (7) on a

=tana(n) _ r(0) d—”(r(@))d@

dx n n= n(r@)) dr

qui redonne bien (8) quand » est proportionnel a r =9,

9)
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Regardons maintenant la technique d’intégration utilisée par Bouguer.

§. XLVIIL

On peut trouver trés-aifément ces deux ineégrales, ety
fupofant la re&ification des arcs de cercle. On n’a da-
bord qu3 tirer du cenure C de la terre (Figureiz,) une

G

[3, p- 49] Source : Niedersédchsische Staats- und Universitidtsbibliothek Géttingen

50 Des CoRRECTIONS DE LA HAUTEUR , €5c.

ligne Co paralleled AM ; qui eft-tangente 3 I'extremité
A dela Solaire NPA; I'arc AA fera du méme nom=
bre d¢ degrez , que 'angle CAM , qui eftle complement
de la hauteur aparente de I'Aftre; & le finus droit AZ
fera ¢gal 3 CM ==¢. Si on regarde enfuite quelque
apliquee CP () de la Solaire, comme connué; on n’au.
ra qu'a faire le' finus droit TV =ce'~ "y =~*, & mul-
tiplier 'arc compris entre le point A & le point T par

o= pour ayoif larc AE, par lextremité E duquel on
doit faire paﬂ'ci Papliquée CP: & mulcipliant ce méme
arc AT par —"—, il viendra la quantité de la réfradtion

que fouffre le raion de Jumiere dans le trajet PA. Pour
démontrer.cela , je congois la ligne v parallele & infinie
ment proche de TV; & du point # jetire la petite ligne 16

paralle.ement Ca, Il eft clair que é#'—™y™—* étant la va-
leur deTV nous aurons y =g g—#ym— =y CT*— TV*
pour celle de CV, & fi nous prenons la differentielle

de €'~ " py™7 ", il nous viendra m—1Xca' T  yme—2
dy pour Té6. Mais comme le grand triangle CVT eft
femblable au petic Téz, nous pouvons faire cette pro-

oL N . 1 9] 3 - PSS
portion CV=¥g —g gyt [CT=4 [| Te=
m—1 X ca'~ @ ym=idy [Tz, & noustrouverons de cette

forte que Tre== 21X @ ™20 Or il fuic de A

Var —¢iar —2myam—2

que l'arc entier AT, qui cft la fomme de tous les petits
-

ol —1 X ca2—mym=z7y
arcs Tt , ferala valeur de lintégrale ﬁ, 4y

A —— 22— 3My M2
car y éuane fupof€e égale 3 ¢, commg cela arsive au poine

[3, p- 50] Source : Niedersachsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen
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[3, Fig. 12 en fin d’ouvrage] similaire a la Fig. 11 mais moins chargée.
Source : Biblioteca Virtual del Patrimonio Bibliografico
(https://bvpb.mcu.es/es/consulta/registro.do?id=576360). CC-BY 4.0

, SecowPam¥1s. CuAs R 7 g
A le finus TV=¢a"—"y ™" fe trouve égal 3 AZ=¢,
& l'arc eft par conféquent nul ; mais 3 mefure que y aug-
mente, le finus TV s¢loigne de A=, & l'arc AT croic
d’une neuvelle’ partie T# qui eft, comtd oir' e vor, eons

. P K car—mym—idy e )
tinuellement égale 3 st -5 Mais enfin

. Vﬂ’-—-‘clgl“ﬂ-m]zm—-z
puifque larc AT eft la valeur de Pintégrale . . .

oMt X car— mym—2dy

Ve et évident qu'il e Fefte plus

qu le multiplier par —~— pour ' avoir lintégtale :.

Mz—-m]m-zd,y . . ‘e . ) ’ \
f;f.—:rr—“—n—;—nr:,? =#,qui cft la valeur de labs
ftiffe AE, qui répond i chaque apliquée CP'de la So-
laire ; & que fi on multiplie ce 'méme arc AT par

m M 4 m;,z—my m—":dj s .
=, onaura lintégrale (= o, e qui ex-

prime la quantité de la réfradtion. Rien n'empéchera de
faire la méme chofe pour toutes les autres apliquées y.
Mais il eft évident que fi DN eft la furface fupéricure de
I Aemofphere, ou que i la matiere réfraltive ne change
plus de denfité au-deflus de cette furface; il faudra pren-


https://bvpb.mcu.es/es/consulta/registro.do?id=576360
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dre CN, pour derniere apliquée, puifque le raion de
lumiere ne fouffrira aucune réfraction au-deflus du-poine
N. Ainfi fi on fait le ftus droit @2 égal 3 ¢~ ™
€N=™ " cefera I'arc A® intercepté entre les finus A 3 &

@z quil faudra multiplier pa:-',"‘—_,,_’-_-,_—;, pout avoir-Fabfcif-
fe correfpondantﬁ'e"'AO-;: &!qu‘ﬂhfaudra 'mulﬁﬁlier éar

”
7 =1

pour avoir la réfraltion aftrenomique, ou la- cour-

bure totale que regoit le raion de lumiere, en travesfan
woute I'épaiffeur de I'Atmofphere , depuis N jufqu'en A..
Gij
[3, p- 51] Source : Niedersachsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen

sa Dss CORREGTIONS DE LA HAUTEWR; &e.

§. XLIX.

Il fuit de'toue cela qu'il nimporte que P'expofant ms
foit un nombre pofiif ou négatif, entier ou rompu, &
que pourviy qu'il ne foit pas trationel , on peut toujours
déterminer geometriquement la quanticé de la réfraion,
& tracer géometriquement la Solaire. Car il fera toujours
poflible de trouver lavaleur ca' =™ y™ =" des finus TV &
®= pour 18§ apliquées CP & CN : & l'arc AT ou A®
etant déterminé,, ou pourra toujours découvrir la réfrac-
tion , anffi-bien que I'arc AE ou AO qui fert dabfciffe 2
lapliquée CP ou CN : puifque ces arcs font des multi-
ples ou des folimultiples de 'arc AT ou ‘A®, & que
nous avons des méthodes géometriques, pour divifer un
arc, ou pour le multiplier, felon quel raport nous vou-
lons, auffi -tdt que ce raport eft de nombre a2 nombre.
Il faut cependant quoutre I'irationalité de Pexpofant m,
nous exceptions encore un cas, dans lequel la Solaire fe
trouve éure une courbe méchanique. Ceft lorfque les dif-
férentes dilatations de la matiere réfractive font en mé-
me raifon que fes diftances au centre de la Terre. Dans
ce cas z et égale ou proportionelle 2 ¥ ; » defigne 'uni-
t¢, & la Solaire eft une logarithmique fpirale. Ceft ce

" 2=mym =2,
quon reconnoie par la formule y = (el

Var—iigz—2myim =z

qui fe réduit 3 = j;— /‘—‘;’L , laquelle apartient

3 la logarithmique fpirale. Ceft aufli ce qui eft confor-
me 3 ce qwona vil cy-devant, ( §. 42.) que pour que les
raions de lumiere fuivent cette ligne courbe, il fauc que
les dilatations des différentes couches de I'Atmofphere,
foient proportionelles a leurs diftances au centre de la
terre,

(3, p. 52] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitédtsbibliothek Gottingen
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Ici Bouguer note que si n est proportionnel a r~!, alors les rayons sont des spirales

logarithmiques ; il avait montré la réciproque au §. XLII [3, p. 43]. Il exclut donc g = 1 de
son étude, et avec raison si H est infini, car dans ce cas ys n'est plus défini ! Mais il se trompe
dans la premiére phrase de cette page, car ys n’est pas défini non plus pour des astres de hau-
teur angulaire réelle trop faible quand g > 1 (voir le sous-paragraphe 3.6 du présent article) ;
mais cette situation donne des phénomenes trés intéressants (voir le sous-paragraphe 3.6), que
Bouguer ne mentionnera qu’en 1753 dans son mémoire [33].

3.4. Latable de Bouguer

Il estintéressant de voir maintenant comment Bouguer, a partir des deux valeurs de référence (in-
diquées dans le résumé — paragraphe 2) qu’il a choisies pour ys, lui permettent de construire sa
table.

SgcoN. ParTiE. CHAr I (1]

De la confruction de la Table des véfrattions ; & duchoix
d'wne bypothe(e des dilatations de Lair.

s. L.

On n'infiftera pas davantage fur la nature de Ia So<
laire, & on fe bornera 1 parler des réfraltions. Il eft
évident que puifqu’elles font toujours proportionclles 3
Parc A@ intercepté entre le finus A = (¢) du comple-
ment de la hauteur aparente , & lefinus @2 ( ¢ca'"™y =)
qui a un raport conftant avec le finus A = , & qui eft tou~
jours égal au produit de ce finus par &' ™y ™" ou par
a'—m CN == ileft, dis-je, évident qu’il fera tou-
jours facile de les calculer (lesréfrattions) , parle moien
des tables des finus ; pourvii qu'on connoiffe I'expofant »,
& la plus grande apliquée CN. On pourra auffi en venic
a bout par le moien des f€ries: car fi continuant de nom-
mer 4 le femi-diametre CA de la Terre & C le finus
complement A = de la hauteur aparente ,nous défignons
par 6 lc finus de cette méme hauteur, & nous fupofons
S =_-2_ gr1—g=4""CN=""; nous aurons ¢ X

b ”—1

1— g ou ¢— ¢¢ pour le finus @ & la féric infinie
T ac3
i S e S

%
A@, comme on peut le voir aif¢ment; & il ne reftera

34c5 = ab2e3 3 »
=g, &c. pour lavaleur de I'ara

”»
7 o= L

donc plus qu'a multiplier cette férie par o = pour

. H ne3 3405 < abe3
avoir Jrg= ' + 2o &, &c. pour la

quantité de la réfra@ion. Mais il eft clair que faute de
connoitre les quantitez g & 4, nous ne pouvons point
faire ufage de cette férie, Nous ne connoiffons point 4,

Giij
[3, p- 53] Source : Niedersachsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen
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54  Des CORRECTIONS DE LA HAUTEUR, &,

patce que nous ignorons la valeur de », ou que nous ne
{cavons pas laquelle de toutes les hypothefes reprefentees
pat 'équation z==4'""y ™ eft la plus conforme a la na-
ture : & nous ne connoiflons pas nen plus g, parce qu'ou-
tre que la valeur de m nous-eft inconnué, nous ne con-
noiffons point auffi la hauteur de I'Atmofphere, ou la

longueur de la plus grande apliquée CN.
§. LL

Mais rien n'eft plus facile que de découvrir ces deux
grandeurs 4 & ¢, auffi-tot quen a feulement trouve pat
des obfervations exactes , la réfraction altronomique pour
deux différentes hauteurs aparentes., Car comparant I'ex-

preflion générale 22 g — 20 g2 20k 6 g, &c.

avec ces deux réfradtions connués par obfervation ; on att
ra deux différentes équations , & on fgait qu’il n’en faut
pas davantage , pour pouvoir déterminer deux inconnués.
C’eft ce qu'on va ticher d’exécuter ici; mais en em-
ploiant comme cela eft abfolument nécefairé la metho-
de des fuites & celle de leur retour , patce que, comme
il sagit d’arcs & de finus , Fopération apartient 2 la géo-
metrie tranfcendante. Nous fupofons d’abord pour une
plus grande facilité que la réfradtion horifontale eft une
des deux que nous connoiffons , & nous la defignerons
par e : l'autre refraction connue, nous la nommerons f,
& nous nommerons 4.le finus de la hauteur aparente &
2 lefinus de complement. Si nous introduifons enfuite 4
& p i la place de & & de ¢ dans I'expreffion géncrale

ac [ e, [l 3ac5 - ab2e3 gl iy ’ .
B & Y g — & des refractions ,nous

P A a PS5 APAE il e oo b phl
aurons —- ¢ 3;,'17,32 & — &c. pour la re-

fradion f qui convient 2 la hauteur aparente, dont ¢ eft

[3, p. 54] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitdtsbibliothek G6ttingen

Les « deux grandeurs h & g », mentionnées dans la premiere phrase du §. LI, sont reliées
a 'exposant et a la hauteur H d’atmosphere du modele de Bouguer (voir notre Table 1) ;
cette phrase est amusante, car a la fin du siécle précédent, Cassini ne trouvait pas si facile
de déterminer la hauteur de son modele d’atmosphére, beaucoup plus simple cependant, car
supposée homogene (modele de Ptolémée) — et il trouvait un résultat deux fois trop petit :
quasiment 2 000 toises (voir le sous-paragraphe 2.1 de [36]).
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Secow: ParTIiE Cuar L %,

le finus & p le cofinus ; & ainfi nous aurons f == ,i;ti £
ap3 2 34pS 4=

3 .
X ,a,,f’—i-"’—g’ — &c. Je change cette équation
.fi — :ﬁ- 'Y 3ap$+apiq} | S . 1
enh= qu F g+ ...._Gq___sf g &c. & je trou<

ve par la methode qu'on apelle le retour des fuites;

g=L b+ L =TT p— Lo p+ gc. Voilk

donc .une valeur de ¢ qui nous eft fournic par la fe-
conde hauteur aparente & par la réfradtion aftronomi-
que f'qui lui convient : mais la premiere hauteur & la
premiere réfraltion ; c’eft-a-dire, la réfration horifonta--
Ie e peut nous fournir auffi une valeurde g ,8¢ il eft évi-
dent que pour la trouver tout d’'un coup, nous n’avons
qu'a metre ¢ a laplace de f; & zero & 4 a la place de g
& de p, parce que lorfquun Aftre paroic dans I'horifon,
le finus de fa hauteur aparente eft nul, & le finus com-’
plement de cette hauteur eft égal au finus total 4. 11 vien

dra de cette forte g=" b — 2 j* + &c; & com-
242 2444 :

binant cette feconde valeur de g avecla premiere , on fe-

. A -1 H Vi I LR )
ra difparoitre g, & on aura I'équation z h+L b

242

fig gLt g N TRy TSNy T
oy Poin v &= T — o b b

&c. quine contient plus que la feule inconnué 4. Mais

cette derniere équation fe réduit 3 —1§ =2=f } +
a

24

£1 gt ft pa . £ e Cye ) & elle donne

Sa3p 2444 120a5p

*agf il L

pat le retour des fuites /= Yy

[3, p. 55] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitédtsbibliothek Gottingen

Bouguer utilise ici des séries : il semble avoir manqué la solution simple et rigoureuse, que I'on
trouve tres facilement moyennant un bon changement de variable comme celui de Biot [46]
(voir le sous-paragraphe suivant), mais que I'on savait déja traiter moins aisément des 1772 [47].
11 élimine I'inconnue g au profit de k, qu'’il exprime par une série — en utilisant une méthode
itérative ? Nous détaillerons a la fin de notre sous-paragraphe 3.5 une facon plus simple d’ajuster
m de Bouguer (notre gq) et h (cf. Table 1).

§6. DEes CORREGTIONS DE LA HAUTEUR, &,

16 4f9 g5 4 Sagifips X'z — [+ X ¢4 = f4
25 X 62 —mfis

aje300445p2f7 XJ—,'—T‘% Xft—eh 49049713 4-3649%p2fs X c’-'Tfi"A
33597 X [z 7

&c. Ainfi on peut maintenant regarder 4, comme cons

nué; puifque la Erie précédente qui I'exprime, n'eft

formée que de grandeurs connués , & que dailleurs il

eft facile de voir que cetee féric eft erés-convergente. En-

fin il ne refte plus qu'a introduire cette valeur de 4 dans




Luc Dettwiller 439

Y14 . g o 2 o4 4 res (3
Péquationg =2 b*— = b4 + WI" &c. pour

z’z,tfz . sauzfs — ’1"‘f4

pXe—fit T e Xa g4
~-40046¢3f104-16076¢4 84 39646f54-120g4p3c2f4 X e3 — f2 X o —fF
gops X ez fr €

avoir g==

:,1,1]"1
==

&c. & il viendra donc1—g=1— W-ﬁ

Sq4e2f6 - 2qe4fs.
P4 X er—fr4

_;4oo;icngxo_xsoqsﬂft._sqc,sfs_uoq”a,zﬂ Xez ,__" 'f; X¢_4_._—f4
) 9096 X 02— [2€ .

s LIL

= &c.

Connoiffant ainfi les valeurs de-b & de g, rien n’ema
éche de trouver 3 préfent la réfra&tion aftronomique ,
our quelle hauteur aparente on voudra. On n'a qui

introdyire les valeurs de 4 & de g dans la formule ge.

nérale ;- g— 2= ¢* + &c. du §. 50. Ou fi on veur dé-

couvrir la méme chofe par les tables des finus, on mul-
tipliera lefinus A 3 = ¢ du complement dé la hauteur
propofée par la valeur de #'==y™ ! ou.dé IG‘:“:

[3, p. 56] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen

Secow. PartIE. CHAR L 57
€N == que fournit la derniere ferie du §. 51. en donnant
la valeur de 1—g; & on aura au produit le finus = =
¢a*=™ CN =, On cherchera enfuite dans les Tables
3 quel arc oA ce finus répond ; & retranchant cet arc de
celui AA du complement de la hauteur aparente, il viene
dra larc Ae, quil ne reftera plus qua multiplier pac
-;— = -”—, ou qua divifer par 4, dont la férie

" ~—=1 . )

qu. - 44fiq3

pXet—fr psXer—f )
dra au quotien la réfra&tion qu'on vouloit découvrir. On
fera la méme chofe pour toutes les autres hauteurs apa-
rentes , & on trouvera donc de cette forte toutes les ré-
fradtions, en fupofant fimplement qu’on en connoit deux
par les obfervations; fcavoir l'une (¢) , lorfque I’Aftre
paroit dans I'horifon ; & l'autre (f) , lorfque I'Aftre eft
élevé d'une hauteur aparente, dont g eft le finus & p le
finus de complement , pendant que 4 défigne le finustotal.

¢ LIIL

Le Livre de la connoiffance des Tems marque 32’
20" pour la réfraction horifontale ; mais comme les ob-
fervations donnent prefque toujours cetee réfradtion un
peu plus grande , on I'a fupofée de 33 complettes. On a

ris enfuite la réfradtion qui apartient au 26mc degré de
ﬁauteur , 8 on I'a fixée 2 2’ 12", enfe conformant aux
Tables de M. de la Hire. Si aprés cela on prend 10000000
pour le finus toral, & quon cherche combien valent 2

.

s &c. eft 'expreflion; & il vien:
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proportion les petits arcs de 33’ & de 2/ 12" de réfration ,
on trouvera 95944 & 6400, comme on le peut voir
tout d’un coup en cherchant dansles Tables les finus de
ces arcs, parce que leurs finus leur font fenfiblement
égaux. Ainfi 10000000 étant la valeur de 4; 95944 fera
celle de ¢ & 6400 celle de f5 & on aura de plus
4383712 pour le finus ¢ de 26 degrez, & 8987940 pour
le finus p de complement. Or introduifant ces nombres
H

[3, p. 57] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitédtsbibliothek Géttingen

C’est dans ce §. LIIT que Bouguer indique les valeurs de référence qu'’il choisit pour ys. Il y a une
petite erreur dans ses calculs numériques : concernant sin 33', il faut remplacer 95944 par 95992.
Est-ce a cause d'un écart dii a 'interpolation, ou d’'un défaut dans les tables de logarithmes et de
fonctions trigonométriques (a 7 décimales) dont il disposait?

58  Des CORRECTIONS DE LA MAUTEUR, &s.

2gref
p* x.’&_f:. : -+,

dans la feric 1 —g =1 —
,lp,:fs -+~ zz4¢+f4
3p4 X €2 mmf2 4

m—400g662 101607644 f8m8g6ebf6 1200 4prerft Xer e [ X ¥0— F4
' 50p6 Xez 0

“ & ; on trouvera 222368785, pour la valeur de 1—

oude #—=CN==": & il faur remarquer que cette fe-
rie elt i convergente, quil n'cft pas néceffaire de poufe
fer Paproximation au-deli du fecond terme. L'autre (G-

. 2aqf 4af593

t.leb=1x==—‘1_f,_; 3P3x"'—fl".

16 afs g+ Sagifspr X — 7 Xet —F4+ | arc qui eft égas

ops X ¢ — fxs

lement convergente, donnera en méme-tems 2:45%- pout

la valeur de 4, & on aura donc ;3127 pour celle de
b ¢ ”

Foude ——.

§- LIV.

Ainfic'eftla fraQion 237868785 qui exprime le ra-
port conftant des finus AZ & o=, entre lefquels 'arc Ao
cft intercepté, & ceft 3212¢ qui marque le raport de cet
arc & de la réfration, Ceft-a-dire qu'on doit toujours
mulciplier le finus de complement A 5 de chaque hau-
teur aparente, pat 13338555258 pour avoir lefinus o= ; &
que lorfque I'arc Ae eft trouvé en degrez , minutes & fe-
condes, il fautle multiplier par ;3395 pour avoir la ré-
fraQion requife. Si on nous propofe, par exemple, 10
degrez de hauteur aparente, nous multiplicrons le finus
complement 9848077 de cette hauteur par 2228668745 |
ou ce qui eft la méme chofe, nous retrancherons du lo-
garithme 9. 9933515 de ce finus, le nombre conftant 9274,
parce que — 9274 eft le logarithme de 2278463785 ]

ococoooco0o00*

nous viendra 9, 9924241, pour le logarithme du finus €x
[3, p- 58] Source : Niedersachsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen
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qui répond 3 79 . 19" 45”; & ainfi I'arc A® fera de 40
15" ou de 2415”5 & fion le multiplie par le nombre conf-

cant {122 = L =

349

L " ) ech
——,on trouvera 355" ou g’ 55"

‘pour 1 quantité de la réfra&tion qu’on vouloit découvrir,
Ceft de ceute forte que nous avons calculé la Table fuie

-vantc.

Nouwelle Table des réfractions Affronomiques.

Réfrac-

S

Han- R Hax- | Réfrac- Hawu- | Réfrac-
tenrs tions. tewurs * | tioms. tenrs cions.
lP‘- JP‘- l"c

rentes, rentes, rentes.

Deg. | Min. Sec.’ D. | Min.sec D. | Min. Sec.
ol 33 3101 47 61 35
1|25 20 32 | 1 43 c 62 34
2139 47 3311 394 63 32
3|S5 so 34|11 35 64 3o
al1y 1 35 |1 32 65 9
s 10 58 36 |1 29 66 28
6l9 25 T —_—

— 3711 26 67 279
-18 5. 3841 23 68 26
8|7 18 39l 1 20 69 2y
96 3 401 17 70 24

105 S5 41| 1 15§ 71 22
11 {5 24 42 | 1 12 72 21
1214 57 - -_— |

—_— 4311 s 73 20
1314 35 44 | I & 74 19
144 1f 45|17 4 75 17
15)3 58 46 | 1 2 76 16
163 43 47 |1 © 77 15
1713 29 48 58 78 13
1813 17 _— - —_— ] —

— | — 49 56 79 12
193 6 50 54 go 11

202 §6 51 52 81 10

212 4° 52 so 812 9
22|t 39 53 48 83 8

$ 13|t 32 54 46 84 7 ¥

242 25 —_— ] —— —_— ] —

—_— 5SS 45 85 L

2|2 18 se 43 86 4
26| 12 57 42 7 3

27 |2 6 58 40 s 2]
1812 1 59 38 89 1
29|11 56 60 37 90 o
jo| ¥ 52

Hy

(3, p. 59] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitédtsbibliothek Gottingen
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Notons que cette table (qui correspond a g = 0,1281 = 1/7,805) indique les réfractions a la
seconde d’angle pres, comme on le faisait a partir de 1702. Malheureusement elle donne des
valeurs en moyenne 10 % trop élevées, sauf aux faibles hauteurs ; corrélativement, la valeur de
référence tirée de la table de La Hire (2’ 12") est 11 % plus forte que la valeur correspondante
donnée par la table d’'Ivory (ys(26°) =1’ 59,22") [48].
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§.

LvV.

Il n'eft pas néceffaire de s'arréter ici 3 expliquer l'ufas
ge de cette Table. Tous les Pilotes uh pey inftruits dans
lathéorie de leurare, fcavent affez que les réfraétions font
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communes aux hauteurs mefurées par toutes forees d'inf-
trumens ; & que puifque ces réfractions tont paroitre les
Aftres un peu plus élevez qu'ils ne font en effet, on doic
toujours retrancher la réfraction de la hauteur aparente,
pour avoir la hauteur véritable. On v’infifte pas davanta-
ge fur cer article. Mais les Le&eurs feront fans doute
bien-aifes de connoitre la valeur de m, afin de fgavoir le
degré de I'équation z == *—m y ™ & de connoitre quelle
eft U'hypothefe qui fert d¢ fondement 3 ndtre table-

m 3300
= .
m—1 71458 °

Nous avons trouvé (§. 15.) que — ou

mais cette fraGtion 223 doit érre regardée comme #é-
gative, parce qu'elle marque le raport del'arc A® 3 laré-
fraltion dftronomique , & que 'arc A®. elt #égarif, par-
ce que les finus TV on ®= diminuent ict * mefure que les
apliquées: AP, o AN =y augmentent. Ainfi au licu de

o

14 . ) a2 ”»
Péquation —#= rH}9§ , nous avons ——=—;123;

“

d’oli nous tirons:25758 m = 3300 8 m'= 1533 & fi nous

mettons ¢ette valear 3 la place de m dans I'equarion z

=4'"mym de la courbe BGI des dilatations, il vien-
2:458 3300

dra x=4 75778 X y 75758 ou z W == g 1418 y 33, &
ceft donc 1a I'équation qui repréfente ndtre hypothefe
particuliere ; hypothefe qui eft préferable a Ja multitude
infinie d'autres renfermées dans Iéquation z =
&'~ = ym lleft vrai que quelque fiftéme qu’on embrafle
fur certe matiere, il arrive prefque toujours que les ré-
fradtions font proportionelles 3 unarc A€ intercepté en-
tre deux finus A 5, @ qui ont entr’cux un raport conf-

[3, p- 60] Source : Niedersédchsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen

SecoN.ParTrE . CHAP L &
tant. Mais il fuffic que ce raport foit différent, ou que leg
deux finus-foieqt pris en quelqu'autre endroit du quarrde
cercle,, pour que les réfrattions {uivent une autre pro-
.greflion , & que la Table foit differente ; & enfin ndrre
hypothefe atoujours cet avantage fingulier ,:d’éere choifie
sentre une infinité d'autres. ‘On -ponvoit bien -avoir faie
-quatre ou-cinq différentes (upofitions. & examiné enfuite
laquelle écoic la meilleure : mais ce n'eft quen fuivant
une meéchode femblable 3 celle qu'on vient d'expliquer
qu’on pouvoit -poufler la difcuflion infiniment plus loin;
& chotfir, nop pas entre quatre ou cing hypothefes , mais
entre une infinteé,. -

[3, p- 61] Source : Niedersédchsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen

3.5. Prolongement : la formule dite « de Bradley »

11 est intéressant de rappeler ici qu'une formule synthétique — (19) de [36] — peut se déduire
du modele de Bouguer ainsi que du résultat de Simpson [49, p. 58-59]; Bouguer, dans son mé-
moire [3], ne I'avait pas remarqué — c’est Lagrange [47] qui I'a fait le premier, en 1772. En termes
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actuels, considérons donc un modele d’atmosphere tel que n(r) = K/r? (avec g positif différent
de 1) tant que n décroit de ng a 1, puis

n(ry=1lpourr=rs+H= rgl’lé/q (10)

ol H est la hauteur de ce modele d’atmosphere ; on a vu dans [36] que Bouguer a cherché, par
la suite, des valeurs numériques de q. A condition de prendre garde aux artefacts dus au point
anguleux du profil d’indice en rs + H, 'analyse des propriétés de la réfraction avec ce modeéle est
instructive, car elle aide a comprendre des points délicats de la fin des paragraphes 8 et 9.2 de [38].
Lintégrale de réfraction est calculable dans ce cas (cf. le sous-paragraphe 4.2.3 de [50] dans ce
numéro spécial), comme I'a vu Bouguer géométriquement [3, p. 51], puis Simpson en 1743 [49,
p. 58-59] — en partant d'un profil de réfractivité affine et en procédant a « plusieurs réductions ou
simplifications qui ne paraissent pas toujours bien légitimes », ainsi que le rappellent clairement
avec des formules la note de Mathieu dans son édition posthume de Delambre en 1827 [51,
p. 777-782], et une note de Bowditch dans sa traduction de la Mécanique Céleste de Laplace [52,
note 3899 et p. 497-500]. Nous préférons utiliser pour cela le changement de variable de Biot —
voir le paragraphe 6 de [38], relation (41) — qui donne plus rapidement une formule simple, car

Z dlnr9 q 1/
= - da = 7' - 7Zy) oungrssinZ' = (r¢ng 9)sin 7y, 11
Xs fzo dnr=a l—q( 0) sTs (rsng ™) 0 (I
donc dans ce cas on trouve facilement la loi rigoureuse de Bouguer-Simpson :
1-q
q ! . g /)
=——|Z —arcsin|n sinZ'||. 12
XS 1— q ( S (12)
On peut encore la présenter sous la forme
1-q
4 1 —
ng 1 SinZ':sin(Z'—Tqu), (13)
d’ott
1-q
_Lg 1- 1- 1-
(1 -ng ‘ )sinZ’ = sinZ’—sin(Z’ - _GIXS) = 2sin(—qxg) cos (Z'— —qxs) (14)
q 2q 2q
1-q
-~ 1- 1- 1-
(1 +ng ‘! )sinZ’ =sinZ’ +sin(Z’ - —qxs) = 2sin(Z’ - —qxs) cos( q}(s) (15)
q 2q 2q
En éliminant sin Z’ entre ces deux dernieres équations (14)—(15) on obtient
an{ ) =m0 (-0 ) /15 o
an|{——ys|=[tan|Z — — -n n .
Zq Xs zq Xs S S

La petitesse de s et de y s vis-a-vis de 1 permet d’écrire a I'ordre total 2, indépendamment de
la distance zénithale,

1-¢ 1-¢g
tan| ——ys| = —— 17
o) ot .
et donc finalement ns

XSET]S(I_?)tan(Z,_WXS) (18)

qui est la formule de Bradley avec )
w=-—4 (19)

2q

au lieu de 3 — voir le paragraphe 4 de [36].

Pour Bouguer, son utilisation des deux valeurs de référence qu’il a choisies pour ys
lui permet de déduire, aprés d’assez lourds calculs montrés au sous-paragraphe précédent,
((rs+ H)/rs)7~1 = 0,997 866 8785 et q/(1— q) = 3300/22 458 [3, p. 57-60], dont il déduit (p. 60)
g = 3300/25 758 (soit 1/7,805, alors que Bradley trouvera 1/7); on en tire aussi w = 3,40 [51,
p. 777-782] (Bradley disait 3) et H = 15,62 km. Bouguer n’a pas effectué cette derniére application
numérique : il n’avait pas encore I'idée de chercher a déduire, a partir des observations de ys(Z’),
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des informations sur la structure de I’atmosphere (voir [53] dans ce numéro spécial) ; on a vu que,
selon lui, n était proportionnel a la masse volumique de ce qu’il imaginait comme étant une « ma-
tiere réfractive ». Il aurait pu se montrer intéressé par la détermination de la hauteur maximale
de cette « matiere réfractive » ; s’il ne I’a pas été, c’est peut-étre parce qu'il avait conscience du
fait que son modele n’était pertinent que pour calculer ys(Z'), et pas pour étudier 'atmosphere.
Dans le paragraphe 2 du présent article, nous avons vu aussi pourquoi ng est absent des considé-
rations de Bouguer [3] ; en posant anachroniquement n(rs + H) = 1, a partir des valeurs numé-
riques de la hauteur relative h; := H/rs et de g nous déduisons ng =1+ 3,138 x 1074, et Bouguer
aurait pu trouver cette valeur numérique pour [n(rs + H)]™'/[n(rs)]™! : par rapport a la valeur
moderne connue 2,821 x 104 pour ng—12a10°Cet 1 atm pour laraie d de ’hélium (1¢ = 588 nm)
dansl'air sec, c’est surestimé de 11 %, et cela coincide avec le fait que la table de Bouguer donnait
des valeurs trop grandes d’environ 10 %, sauf aupres de '’horizon — par construction.
Toute valeur de référence pas trop proche de 'horizon impose quasiment gh;. En outre, de
I'égalité (10) on tire
1/g=In(1+ h;)/In(1 +ns) ~ hy/7s. (20)
Par contre, pour 1//’ :=90°— Z' <« 1rad, et en considérant que ns(l—(ms/2)] =ns,ona

x¥s=nstan(90° -y’ — wys) =nscot(y’ + wys) Ens/ W' +wys) 1)

— ol nous avons mis = au lieu de = au début car nous n'y avons pas introduit de nouvelle

approximation depuis celle indiquée juste apreés I'expression (20). Cela donne une équation du
second degré en ys dont on ne retient que la racine positive
'+ VY +4wns

xs 210 (22)

et avec les relations (19)-(20) il vient I'’expression suivante de ys (tant que sa valeur est positive,

ce qui exclut le cas ou ii; — g et ¥’ sont tous deux négatifs — or h; — s < 0 équivaut quasiment

a g > 1 acause de la relation (20)) :

ns / 2ns
W) =—""—L/2h; —ng)+y?2 -yl = : (23)
xsly I —7s TNS) Y-y 2, —n9) £ U2+

T

donc si on prend aussi la valeur numérique de y s, comme valeur de référence, cela impose une
seconde relation entre les parametres indépendants ajustables g et h;, qui montre aussi qu’il faut
g < 1 pour que I'image d'un astre puisse exister sur I'horizon astronomique :

2 2h; 2q s
= 0) = = = — === 24
Ash = Xxs(0) ns\/hr S q\/l \/nsl \/ (24)

Comme nous I'avons vu au sous-paragraphe 9.2 de [38], cette expression aide bien & comprendre,
a h; fixé, lanon-linéarité de y g, (et sa forte convexité) par rapport a ns, méme si celui-ci est petit :
car h; est petit aussi, supérieur a g mais du méme ordre. Cependant, (24) donne ygsj, = 30’ pour
la raie d dans les conditions normales de température et de pression en S, donc 5’ en dessous de
la valeur normale actuellement admise (voir le paragraphe 4 de [36]).

3.6. Cas limite ot H est infini

La quadrature avec h(r,Ig) vue au sous-paragraphe 7.2.2 de [38] nous montre que,
pour des morceaux de rayons, la fonction O(r) est une primitive de 1/v/h(r,Ip), i.e. de
Igin~Y(ry/r2 - (n—1)2112? 1} ; ce résultat est présent dans ce mémoire [3, p. 44-47]. Donc 'angle
au centre Af sous-tendant tout le rayon lumineux (R), qui relie I'observateur S a I'astre A situé a
I'infini, vaut

Af = (25)

" a0 foo dr
os  Jrs \/h(rIg)
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Si H est infini, la propriété « trés-remarquable » trouvée par Bouguer montre que la réfraction en
découle tres simplement :
dr

o0

Xs=an0 qfrs rVIrs/n@ D sin 212 -1
Cette intégrale n'est pas définie ou diverge si et seulement si g = 1. En effet, si g = 1 'intégrande
est proportionnel a 1/, le rayon est une spirale logarithmique, de toute facon y s n’existe pas ; et,
pour g > 1, h(r, Ig) présente une annulation simple en r = rg/(sin Z') 1(g-1) qui est le rayon d'une
sphere que le rayon lumineux peut éventuellement atteindre et tangenter (il le fait si et seulement
siy’:=90°— Z' > 0), mais au-dela de laquelle il ne peut aller — ce comportement se voit encore
plus directement sur le diagramme de Young—Kattawar [54] (voir [55] lié a [38]). Par contre, avec
g <1 (pour Bouguer, g =0,1281 = 1/7,805) I'intégrale ci-dessus converge, et aussi ne dépend pas
de ng : la multiplication de la distribution de n par une constante ne change pas ys ni A6.

(26)

Remarque. Pour H fini et g > 1, alors si et seulement si Z' > arcsin[(rs/(rs + H)971], un rayon
lumineux arrivant en S ne peut pas provenir de 'extérieur de I'atmospheére (il ne traverse pas son
sommet) : cela se voit avec la valeur de r donnant I'annulation simple de h(r, Ip), et encore plus
directement avec le diagramme de Young-Kattawar [55].

3.7. Influence de la réfraction terrestre sur la dépression de 'horizon

Dans le chap. II de la seconde partie de son mémoire, en supposant la surface de la mer
parfaitement sphérique de rayon ry, Bouguer s’intéresse a ce que I'on nomme actuellement la
dépression § de I'’horizon (définie au paragraphe 2 du présent article) ; il commence par calculer
6 (qu’il appelle « l'inclinaison de 'horison sensible ») par de simples relations dans le triangle
rectangle BCD de sa Fig. 13 — voir ci-dessous.

[3, Fig. 13 en fin d’ouvrage] Source : Biblioteca Virtual del Patrimonio Bibliografico
(https://bvpb.mcu.es/es/consulta/registro.do?id=576360). CC-BY 4.0
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Puis il dresse le tableau suivant, avec lequel il nous réserve une surprise. ..

Secox. PARTIE Cuares IL 65

Table des inclinaifons de UHorifon fenfible.

Elévations |Incli- Elévations) Incli- El{vations | Incli-
an-defims  |naif. de au - deffus | naif. de au - deflus | naif, de
de la Mer. |liorifon de la Mer, \Uhorifon de la Mer, | Uhorifon
vifisel. vifuel. wifuel,
PicdsPouc, | Min. | | Pieds. Min, | | Pieds, Min,
o 10 x| |65 21| | 1399 43
3 4 z 401 22 1470 42
7 5 3 439 23 1534 43
I3 3 4 478 | 24| {1607 44
20 9 5 519 . 25| {1681 45
[29 11 6 s61 26 1756 46
32 s 7 6oy 27 1833 47
53 2 ] 651 28 1912 48
67 3 s €58 29 1993 49
83 ° 10 147 3o 2074 so
100 § 1X 798 31 2159 51
‘119 § I 850 jz 2244 52
140 3 13 904 33 2331 53
162 8 14 960 34 2420 54
186 8 Iy ro17 35 ETR 2 ss
212 16 1076 36 2603 56
240 ) 17 1136 37 2697 57
,269 18 {1198 38 2792 58
299 19 L 1262 39 2889 59}
F 33X 20 1328 40 2988 [1-2 1
' r 3
§. LX.

€omme les plus grands Vaiffeaux ne font pas fort éle-
vez au-deflus de la furface de la Mer, il n'y aura que
les premiers nombres de la Table précedente qui pous-
ront fervir. Les autres feroient feulement d’ufage, fi
étant i terre fur quelque montagne proche de 1a Mer , on
vouloit obferver la hauteur des Aftres 2 la mantere des
Marins, en prenant pour horifon 'extremité aparente de
la Mer. Mais dans ce cas la Table précédente ne feroic
pas aflez exalte : car le raion vifucl BD fe courbe fenGe

X

[3, p. 65] Source : Niedersachsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen

Noter que le pied francais était (entre sa réforme par Colbert en 1668 et son abolition
par la Révolution en 1799) le pied-de-roi, correspondant a 324,839 mm ; le pouce est son
douzieme.
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blement par les réfractions , dans le long trajet quil a 3
faire depuis I'ceil jl'xf?'u'cs vers le poiiit D. Le raion vi-
fuel doit fe courber fenfiblement, puifqu’il eft , comme
nous I'avons déja dit 3 la fin'd¢ la premiere Partie, une
portion dela folaire ou "de la ligne courbe que tracen
les raiions de lumiere, en traverfant I’Atmofphere: & il
eft clair que cette courbure des raions, doit rendre les
inclinaifons de lhorifon un peu plus petites que celles
ui font marquées ci-deflus! Si on éroit, par exemple,
clevé au-deflus de la furface de la Mer de¢ 2440 pieds ou
de 2460, l'inclinaifon de I'horifon vifuel feroit felon la
Table d’environ 54’ 207 : & cependant M. Caffini obferva
le 12 Mars 1701, au pied de la tour de la Majfane, qui
cft proche de Collioure, 8 qui eft élevé de 408 L Toifes
ou de 2451 picds que 'inclinaifon de I’horifon vifuel n’é-
toit que de 5o’ 20”. La différence érant affez confidérable,
nous avons cru qu'il étoit 3 propos de nous fervir de la
Théorie établie dans le Chapitre précedent , pour ticher
de découvrir les inclinaifons de ’horifon avec plus d’exac-
titude. C'eft méme ce qui nous a engage 1 ne traicer ce
fujer quaprés avoir examiné les refrattionss fans cela
nous euflions fuivi un ordre contraire. Ce que nous avons
dit des réfrattions nous met en effet plus en état de con-
noitre exa&tement les inclinaifons de '’horifon. Mais cela
n'empéche pas qlic pour avoir la hauteur véritable d’un
Aftre,on ne doive toujours, 3 parler dans la rigueur,
corriger l'inclinaifon de lhorifon avant de corriger la
réfraltion : Car les réfralions. qui font marquées dans Ia
Table, ne font pas calculées pour des hauteurs mefurées
au-deffus d'an horifon incliné; mais pour des hauteurs
mefurées au-deflus d’un horifon parfaitement de niveau;

[3, p. 66] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitdtsbibliothek G6ttingen

447

Noter la fine remarque formée par la derniére phrase de cette page ! Elle sera reprise par la suite
dans les procédures de point nautique — voir le sous-paragraphe 4.3 de [39] dans ce numéro

spécial.
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Nouvelle Table des Inclinaifons de U Horifon vifucl.

Eldvations |Incli- Elévations | Incli- Elévasions | Umrcli-
an - deffus  \naif. de au - deffus | naif. de ay - deffus | naif. de
de la Uer. I{bor?'an de la Mer.| borifon dela Mer, | Uborifon
fenfible, fenfible, ' fenfible.
PiedsPouc, | Min. | | Pieds. Min, Pieds. | Min.
Iz 1 = 420 21 1601 41
3 9 2 459 22 1680 42
8 7 3 504 23 1761 43
15 3 4 548 24 1844 44
23 10 5 595§ 25 1928 45
34 3 6 645 26 2015 | 46
46 7 7 694 27 2103 47
60 11 8 747 28 2194 48
77 © 9 8or 29 2286 49
95 2 10 857 30 2381 so |
11§ T 11 '915 31 2477 st
136 XX 12 975§ 32 157§ §2
160 9 13 1037 33 2674 53
186 § 14 1101 34 2777 54
214 15 1166 35 288r 55
243 16 1234 36 2986 56
275 17 1j04 37 jogs 37
308 18 1375 38 3203 58
343 19 1448 39 3314 59
381 0 1524 . 40 3428 60
§. LXIIL

1 paroftra peut-éere que Ceft poufler la délicatefle tropr
Yoin , de vouloir obliger les Pilotes a ne fe fervir que de-
cette feconde Table au lieu de la premiere.” Mais ce-
pendant il fuffic que l'obfervateur foic élevé de trente:
pieds , pour quela difference foit déja de prés dune de-
mie minute : & i on etoit obligé de monter dans la hune:
afin de découvrir la Mer par-deffus quelques ifles ow
quelques rochers, l'erreur pourroic aller a prés dune
minute, Or nous fommes perfuadez quon ne doit pref-

[3, p- 70] Source : Niedersédchsische Staats- und Universitidtsbibliothek G6ttingen
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Secow. ParrtiE, CHavp 1L 7r

que rien négliger dans une femblable matiere: car quel~
que foin & quelque peine qu'on fe donne, il arrive qu'on
fe trompe encore fouvent d’'une quantite trop fenfible,
Drailleurs il étoit toujours néceflaire d’entreprendre la
difcuflion précédente, au moins pour {gavoir ,.comme
onl'a déjadic, ce qu'on doit penfer de l'exaltitude de
la Table ordinaire,
[3, p. 71] Source : Niedersdchsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen

Bouguer a recalculé § en profitant de 'invariant, ce qui donne
Noro
nsrs

Ip = ngrg = nsrscosd et & =arccos

27

pour un profil d’'indice n(r) quelconque et en posant ng := n(rg) ; mais pour un profil en r~7 cela
donne, en introduisant I'élévation E de I'observateur S,
To

In(cosd) = lnm =(1-¢q)n (28)
nsrs

qui coincide exactement avec les relations obtenues par Bouguer sur sa p. 69 a condition d’y
poser

Lr:=In(sin90°) =0, (29)
lui permettant ainsi de calculer sa table de la p. 70. Comme
ro E

In(cosd) = —6%/2 et In

- 30
T0+E ro 30)

on retrouve I'expression attendue
6=1/1-q\/2EIrg=+/1-xs\/2EIr,. (31)

En bas de sa page 71, il trouve 'expression de « la distance a '’horison ou a I'’extremité apparente
de la mer »

L=ry6/1-¢q) (32)

que nous démontrerons par une autre méthode — relation (12) de [39].

Dans le modele de Bouguer, ks = q. C’est peut-étre pour cette raison que Bouguer n’'introduit
pas spécifiquement le coefficient de réfraction x g, alors qu’il en avait '’entiére possibilité; 29 ans
plus tard Lambert introduira 1/xg auquel il ne donnera pas de nom [9] — voir le paragraphe 2
de [10] dans ce numéro spécial. Comme lui et a partir de la méme mesure de § par Jean-
Dominique et Jacques Cassini depuis le pied de la Tour de la Massane le 12 mars 1701 [56,
p. 141], Bouguer trouve 1 — g = 22 458/25 758 dont nous tirons g = 0,1281 = 1/7,805 alors que
Lambert trouvera xs = 1/7,06. Ce coefficient ks joue un réle important dans la réduction de
mesures utilisées en navigation astronomique. Pour d’autres applications numériques, voir le
sous-paragraphe 4.2 de [39].

Bouguer comprend que g supérieur a 1 produirait la suppression d’'une bande de 'image
usuelle du ciel au-dessus de I'horizon astronomique car 'observateur serait dans un chenal
optique [39, 55] ; et comme dans ce cas on aurait ngry > nsrs, 'observateur S verrait une mer
(ou un grand lac [57, p. 541]) concave (voir le paragraphe 3 de [39]), comme I'a vu von Schrétter
qui observa en 1908 un cas frappant de dépression négative avec un horizon 27’ au-dessus de
I'horizon normal [58], ainsi que d’autres marins [59], [60, p. 385], [61,62], [63, p. 291], [64] faisant
état d’'une surface d’eau qui semble concave (par effet hillingar [65, 66]) : « Through an optical
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illusion, dependent on the mirage of the ice horizon, it appeared to us as if we were proceeding
on the bottom of a shallow, saucer-shaped cavity. » [67, p. 272]

Conflit d’intérét

N

Lauteur n'a aucun conflit d’intérét a déclarer.
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