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Résumé. Dans un article de 1933, Link (1906–1984) montre comment calculer (en tenant compte de la
réfraction et l’extinction de la lumière dans l’atmosphère terrestre, ainsi que de l’assombrissement centre-
bord du disque solaire), l’éclairement du disque lunaire lors d’une éclipse totale. Il en déduit des propriétés de
la couche d’ozone stratosphérique. Cet article illustre la façon dont les recherches de Hausdorff concernant
la haute atmosphère, basées sur l’étude de la réfraction et de la photométrie, ont pu être prolongées dans la
première moitié du xxe siècle, avant de disposer des techniques spatiales.

Abstract. In a 1933 article, Link (1906–1984) shows how to calculate the lunar disc irradiance during a total
eclipse, by taking in account the refraction and extinction of light in the Earth’s atmosphere, as well as the limb
darkening of the Sun. Hence, he deduces some properties of the terrestrial ozone layer. This article illustrates
how Hausdorff’s research on the upper atmosphere, based on the study of refraction and photometry, was
extended during the first half of the 20th century, before space research emerged.

Published online: 2 February 2023, Issue date: 27 October 2023

1. Introduction

František Link (1906–1984), astronome tchèque ayant suivi à l’université Masaryk — devenue
depuis 1960 l’université Purkyně — de sa ville natale (Brno) des études de mathématiques,
de géodésie et d’astronomie jusqu’à son doctorat (en 1930), eut son premier contact avec l’as-
tronomie française par un séjour à l’observatoire du Pic du Midi en 1927–1928 ; il y étudia la vase
atmosphérique (i.e. le voile blanchâtre culminant à 1 800 m d’altitude car il est dû aux noyaux de
condensation que sont les gros ions formés en présence de poussières neutres, donc en dessous
de 1 800 m), il mesura l’extinction de la lumière qu’elle provoque [1], il précisa l’hypothèse d’une
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couche absorbante supplémentaire clairement formulée en 1923 par Bauer et Danjon (qui pro-
longeaient les investigations photométriques de Müller datant des années 1890) [1], et il carac-
térisa la couche d’ozone. Dans la suite de sa carrière très productive (environ 300 articles), Link
travaillera beaucoup sur des sujets de photométrie : dès 1934 (donc bien avant l’exploration di-
recte par les techniques spatiales), à partir de mesures de brillance (i.e. de luminance) du ciel au
zénith faites dans les Tatras à 2 300 m d’altitude, il saura déduire le profil de masse volumique
de l’atmosphère, et montrer que la température de l’ionosphère approche les 103 K vers 150 km
d’altitude [2] ; trois années auparavant, il était déjà l’un des pionniers de l’étude de la haute at-
mosphère terrestre par le biais de la photométrie des éclipses totales de Lune, où la réfraction
joue un rôle central (comme l’avait déjà suggéré Kepler en 1604 [3]) — voir son article [4] que
nous présentons. Par ces travaux, il fera œuvre de géophysicien, obtenant ainsi les premiers son-
dages en ozone, en aérosols et en poussières météoritiques de la stratosphère ; cette technique
fera école. Le lien conceptuel entre la photométrie des éclipses de Lune et la réfraction astrono-
mique terrestre (voir le paragraphe 3) le poussera à étudier le phénomène de lentille gravitation-
nelle [5], 43 ans avant sa première observation (par Walsh en 1979), et un an avant la prévision de
Fritz Zwicky qui annonçait l’effet optique des galaxies [6].

Au cours des années 1930, Link s’investit aussi avec succès dans la vulgarisation de la physique
et de l’astronomie. Il sera en outre le créateur de « l’astronomie historique » — ses analyses de
documents anciens le conduiront à proposer l’existence de cycles solaires d’environ 80 et 400
ans [7], mais actuellement on considère plutôt qu’il existe un cycle de 150–200 ans, dit de Suess-
de Vries [8], en plus du cycle de Schwabe de 11,2 ans (en moyenne) et de celui de Gleissberg de
80–90 ans [9].

En 1936, il introduisit l’astrophysique dans les cours de l’Université Charles de Prague. En
1942, il entra à l’Observatoire de Ondřejov en Bohème. En 1947, il créa le Bulletin of the Astro-
nomical Institutes of Czechoslovakia, publié aussi en tchèque ; ce journal fusionnera en 1992 avec
la revue européenne Astronomy and Astrophysics. Link développa alors l’astronomie du système
solaire ; par exemple, dès 1948, il quantifia la luminescence de la Lune [10] (a priori due à l’ir-
radiation par les rayonnements solaires de courte longueur d’onde, ou au vent solaire) grâce à
une méthode utilisable en dehors des éclipses lunaires : la mesure de la profondeur relative des
raies de Fraunhofer, moins forte dans la lumière lunaire que dans la lumière solaire. Il a observé
des luminescences lunaires corrélées aux éjections de matière coronale solaire (donc ce serait
de la luminescence surtout due aux protons solaires, ou bien — selon Vassy — le vent solaire
créerait dans la haute atmosphère terrestre des centres diffusants qui éclaireraient la Lune [11]) ;
d’ailleurs au Pic du Midi, dans les années 1950, Roberts a étudié 24 000 points de la surface lu-
naire par une méthode photoélectrique, et a montré que la moitié d’entre eux avait une lumi-
nosité variable avec des temps caractéristiques de quelques secondes à quelques heures. Link
s’interrogera aussi sur une éventuelle luminescence des satellites de Jupiter [12]. Il devint direc-
teur de son observatoire (à Ondřejov), à partir de 1948 ; en 1951, il y lança une étude des relations
entre l’activité solaire (il a fait installer une coupole dédiée au Soleil) et la haute atmosphère (60–
130 km d’altitude), grâce au suivi des météores par triangulation, et ses avancées furent interna-
tionalement reconnues. Mais il quitta son poste en 1952 ; alors il se concentra sur ses études de la
haute atmosphère par les éclipses lunaires, dont il perfectionna la théorie ainsi que l’observation.
Il devint le chef du département de la haute atmosphère à l’Institut d’Astronomie de l’Académie
des sciences tchécoslovaque, dont il fut élu correspondant [13]. Depuis son passage au Pic du
Midi en 1927–1928, puis à l’Observatoire de Lyon, Link collabora étroitement avec Bernard Lyot
et plus généralement avec la France, qui était devenue dès 1927 son second pays, où il émigra vo-
lontairement et définitivement en 1969 — suite à l’invasion de la Tchécoslovaquie par les troupes
du pacte de Varsovie écrasant le Printemps de Prague en 1968. Il vécut exilé quinze ans jusqu’à
son décès à Paris ; naturalisé français vers 1971, il changea son prénom en François, et devint Di-
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Figure 1. Mosaïque montrant l’ombre de la Terre, et la Lune lors de la phase de totalité
de l’éclipse du 3 mars 2007 (vue depuis le Pic du Midi). La teinte rouge-orangé n’est pas
uniforme, ni l’éclairement normal (appelé aussi « irradiance » et désignant le flux lumineux
arrivant par unité de surface sous incidence normale) sur la Lune assimilée à un disque ; il
décroît alors en fonction de la distance au bord de l’ombre (voir le paragraphe 3), rendant
la phase de totalité encore plus fascinante : la sensation de voir une boule (éclairée par le
haut sur cette image) contraste avec l’impression de platitude donnée par la pleine Lune
ordinaire. © Photo : Patrick Muller

recteur de recherches à l’Institut d’Astrophysique de Paris. Cette dernière période de sa vie fut
d’une intense productivité scientifique — il ne prit jamais de retraite. Son livre de synthèse [14]
de ses travaux sur les éclipses de Lune [15–24] (voir la Figure 1) et autres corps a été publié chez
Springer l’année de son exil, mais après son émigration il conserva ce thème de recherches, au-
quel il apporta des contributions uniques et originales, et qui restera sa passion jusqu’à la fin de
ses jours [25–29], [30, chapitre 3].

Nous présentons ici un de ses articles séminaux qui utilise le plus la réfraction astronomique :
celui de 1933 (qui reprend sa thèse) sur la « Théorie photométrique des éclipses de Lune » [4] ; il
est disponible sur NASA/ADS :

https://ui.adsabs.harvard.edu/link_gateway/1932BuAst...8...77L/ADS_PDF

et sur Gallica :

https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k65443654/f89.item#

Il est résumé dans les Comptes rendus de l’Académie des sciences la même année [15]. En guise
d’avant-propos, rappelons que si on néglige la diffraction et l’effet de l’atmosphère terrestre,
le sommet V du cône d’ombre de la Terre est à 1,4 × 106 km de son centre T, donc la Lune
pourrait être complètement dans l’ombre; mais si on tient compte de la déflexion de 70′ par
l’atmosphère (le double de la réfraction horizontale pour un observateur au sol, donc la déviation
totale d’un rayon lumineux rasant la surface de la Terre), alors TV ∼= 0,26 × 106 km, donc la
Lune ne peut jamais rencontrer ce cône d’ombre raccourci par la réfraction — mais bien sûr
les rayons lumineux qui rasent le sol sont très éteints, et dans la pratique on en tient compte en
augmentant le rayon terrestre d’environ 70 km (ce dont La Hire avait déjà compris la nécessité
en 1702 [31]), mais cela reste débattu [32]. Ainsi les cogitations de Link et ses suiveurs [33–35]

https://ui.adsabs.harvard.edu/link_gateway/1932BuAst...8...77L/ADS_PDF
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k65443654/f89.item#
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(qui s’intéressent aussi à la colorimétrie, et peuvent éventuellement utiliser des logiciels de
tracé de rayons) sont-elles fondamentales pour rendre compte de l’éclairement de n’importe
quel point du disque lunaire lors d’une éclipse totale ; l’analyse de son travail permet de voir
comment fonctionne l’étude mathématique de l’éclairement lunaire lors d’une telle éclipse —
cette étude devant prendre en compte à la fois la réfraction et l’extinction. On voit aussi à
l’œuvre une ultime voie pour déterminer des caractéristiques de la haute atmosphère terrestre,
grâce à la réfraction et l’extinction : l’observation de leur effet sur la Lune éclipsée — et non
pas de leurs variations avec la distance zénithale, comme Hausdorff l’espérait en vain (voir le
paragraphe 7 de notre « panorama historique [. . .] » [36] dans ce numéro spécial). Bien sûr, les
méthodes utilisées par Link sont maintenant dépassées par celles offertes par la technologie
spatiale.

[4, p. 77] Source : NASA / ADS

2. Résumé et commentaires

Ce gros article de synthèse introduit son propos en annonçant l’apport escompté de l’étude
photométrique des éclipses lunaires à diverses questions plus géophysiques qu’astronomiques,
comme l’étude de la couche d’ozone, et celle de l’absorption ionosphérique. Il s’intéresse aussi
à la loi de Danjon [37] : la clarté d’une éclipse totale de Lune et la vivacité de sa couleur
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orangée seraient corrélées à l’activité solaire et suivraient son cycle de 11 ans, avec une chute
brutale de clarté de l’éclipse environ deux ans après le minimum solaire — mais il y a des
exceptions liées à l’activité volcanique [38,39]. Link montrera en 1974 [40] la difficulté d’expliquer
quantitativement cette loi par des caractéristiques de l’atmosphère terrestre qui seraient pilotées
par l’activité solaire (Danjon invoquait l’absorption, puis Vassy la diffusion par une couche
d’aérosols [11]), mais il l’explique en envisageant une luminescence du sol lunaire : celle-ci
serait accrue quand l’âge du cycle avance, compte tenu de la baisse de la latitude héliographique
moyenne des plages actives (taches solaires et facules, auxquelles nos connaissances présentes
ajoutent les trous coronaux [41]) au cours du cycle undécennal (cette latitude étant minimale à
l’approche du minimum solaire — loi « des zones », ou loi de Spörer [42]) ; ainsi Link expliquera
de même les variations saisonnières de clarté des éclipses [30, chapitre 3] par les variations
d’exposition de la Terre au vent solaire (dont les trous coronaux sont des émetteurs importants).
Cependant, des tests sur les échantillons de roches lunaires ramenés par les missions Apollo
montrent que leur luminescence est insuffisante pour rendre compte de la loi de Danjon, qui
reste inexpliquée [39, 40].

[4, p. 78] Source : NASA / ADS

Dans la première partie suivant l’introduction, Link expose la méthode de calcul de l’éclai-
rement lunaire dû au disque solaire, dont il tient compte de l’assombrissement centre-bord —
entrevu par Bouguer dès le milieu du xviiie siècle, puis par Arago en 1839, confirmé par Fi-
zeau et Foucault en 1845, et caractérisé par un coefficient k variable avec la longueur d’onde.
Il mène ce calcul selon les lois de la photométrie classique, donc dans le cadre de l’optique
géométrique (ce qui avait été initié par Dionis du Séjour dès 1786, mais était tombé dans l’ou-
bli [30, chapitre 3]) : la diffraction de la lumière solaire par la Terre est négligée, mais pas sa ré-
fraction dans l’atmosphère terrestre (voir la Figure 2) ni son extinction. Il obtient une formule in-
diquant, en fonction de k, le résultat de l’intégrale approximative donnant l’éclairement lunaire
E en l’absence de toute éclipse ; dans le cas d’une éclipse, il écrit l’intégrale de l’éclairement e
qu’il estimera numériquement, et qui varie beaucoup avec la longueur d’onde, contrairement à
E [30, chapitre 3].

Dans sa deuxième partie, il aborde la réfraction et l’extinction (par l’atmosphère) dont la
théorie est nécessaire pour préciser l’intégrande de e. Ces deux grandeurs sont elles-mêmes
écrites sous forme d’intégrales approchées classiques, mais dont les intégrandes divergent en
une borne; Link estime numériquement ces intégrales, après un changement de variable qui
rend les intégrandes non-divergents — Biot avait suivi la même démarche, avec un changement
de variable différent (voir le paragraphe 7 de notre article sur les « propriétés remarquables de la
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Figure 2. Vues de la Terre prises par l’orbiteur lunaire Kaguya (de l’agence japonaise JAXA)
vers la fin de la phase de totalité de l’éclipse de Lune du 9 février 2009 — le bas de l’image
de l’auréole terrestre est caché par la Lune, car la fin de l’éclipse s’est produite pendant un
lever de Terre pour Kaguya. Une étude théorique de la forme de l’image solaire vue de la
Lune se trouve résumée dans [14, p. 47–49]. © Photo : JAXA

réfraction [. . .] » [43] et le sous-paragraphe 3.1 de notre commentaire sur « le théorème de Biot
[. . .] » [44], dans ce numéro spécial).

Muni de ses résultats théoriques, Link consacre une troisième partie d’abord aux calculs
numériques déduits de sa théorie ; il les commente ainsi :

[4, p. 95] Source : NASA / ADS

Puis il compare ses calculs avec les mesures prises lors des éclipses de 1921 et 1931. Il
constate que les mesures (avec un photomètre différentiel à œil de chat [14], [45, article VIII],
ou plus tard avec un photomètre différentiel photographique de sa fabrication [14, 16], à défaut
des photomètres industriels actuels [46]) donnent une densité d’ombre systématiquement plus
grande (de quelques dixièmes) que la densité calculée, ce qui est cohérent avec son travail de
1929 [1]. Il impute certaines caractéristiques de ce décalage à l’ozone stratosphérique, dont il
calcule l’épaisseur de sa couche (ramenée dans les conditions normales de température et de
pression) ; il trouve que dans celle-ci la longueur d’un rayon horizontal au sol est :
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[4, p. 99] Source : NASA / ADS

Cette méthode d’étude de la couche d’ozone sera reprise et affinée par d’autres [47] ; certains
y trouveront aussi un lien avec l’élargissement de l’ombre de la Terre [48].

Ses observations le conduisent aussi à réviser les parts relatives de l’absorption et de la
diffusion dans le phénomène d’extinction de la lumière se propageant dans l’air :

[4, p. 98] Source : NASA / ADS

Quant aux variations de clarté d’une éclipse de Lune à l’autre, il affine le diagnostic sur leurs
causes :

[4, p. 100] Source : NASA / ADS

Une analyse récente, basée sur les rapports indiquant les couleurs de 36 éclipses totales
échelonnées entre 1665 et 1 800, a permis de montrer que, sur cette période, la stratosphère
était relativement claire presque tout le temps; d’ailleurs, il n’y a quasiment pas eu d’éruption
volcanique envoyant des poussières jusqu’à la stratosphère, contrairement à ce qui s’est produit
aux xixe et xxe siècles [49].
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3. Présentation illustrée du calcul de l’éclairement lunaire

Link commence par mettre en place les bases du calcul de l’éclairement du disque lunaire,
assimilé à une surface plane recevant la lumière en incidence quasi normale.

[4, p. 78–79] Source : NASA / ADS
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Correspondance des notations

Table 1. Notations (le symbole := indique une définition)

Notations de
Link [3]

Notations de Dettwiller [36, 43] dans
ce numéro de C. R. Phys.

Indications [et unités usuelles]

Altitude h0 Élévation E := rS − r0 du sommet S
d’un rayon lumineux (R) allant du

Soleil à la Lune

Grandeur associée à S [km]

h −h0 Altitude z Grandeur associée aux points courants
d’abscisse curviligne s sur (R) [km]

ω 2χS h Angle de réfraction totale pour (R) — sa
moitié χS h étant la « réfraction

horizontale » [rad, °, ′, ′′]

a Rayon terrestre r0 [km]

η ou n µ Masse volumique de l’air [kg·m−3]

Densité ρ µ/µ0 où µ0 est la valeur de µ à
0 °C et 1 atm

Rapport de la masse volumique de l’air
à sa valeur normale

ρ0 µS /µ0 Densité au sommet S du rayon

µ n Indice de réfraction de l’air

c C µ0 Réfractivité de l’air à 0 °C et 1 atm

M := ∫
(R)ρds 2QS h/µ0 « Masse d’air » absolue sur tout le rayon

(R) [km], selon Link

Puis Link présente le premier effet de l’atmosphère terrestre sur l’éclairement du disque
lunaire : un affaiblissement dû à la divergence locale des rayons qu’elle amplifie par réfraction
différentielle, qui est quasiment achromatique.
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[4, p. 79–81] Source : NASA / ADS
N. B. : l’angle au centre noté ω sur la Fig. 2 de Link ci-dessus est en fait sa moitié, χS h .

Link présente ensuite le second effet de l’atmosphère terrestre : l’absorption du flux solaire
(mais en fait, plus généralement, son extinction, i.e. son affaiblissement dû à l’absorption aggra-
vée par la diffusion affectant le faisceau transmis), qui engendre aussi une baisse de l’éclairement
du disque lunaire ; au facteur µ0 près (la masse volumique normale de l’air), la masse dont Link
parle est la « masse d’air » absolue sur le rayon lumineux (R), notée M par la suite (voir la Table 1,
et le sous-paragraphe 7.4.1 de [43]) — elle est dite « absolue » au sens où elle n’est pas divisée par
la grandeur correspondante pour un rayon de référence, usuellement vertical.
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[4, p. 83–86] Source : NASA / ADS
N. B. : d := d1 +d2 = d1 + A M où A désigne le coefficient d’extinction linéique spécifique.

On voit donc, à la fin du paragraphe 8 de Link, qu’il doit recourir à une intégration numérique
afin d’obtenir l’éclairement e du disque lunaire totalement éclipsé. Pour cela, il a besoin de
connaître les valeurs de ρ(h) — voir la Fig. 6 ci-dessous extraite de l’article de Link, où il faut
remplacer logρ par logρ−1.



550 Luc Dettwiller

[4, p. 90] Source : NASA / ADS

Mais Link a besoin, pour exprimer la densité D de l’ombre, de préciser M et a(dω/dh′
0) =

(dω/dh0)a(dh0/dh′
0). Pour cela, il part de formules approximatives classiques, qui découlent

directement des expressions (79) et (81) de [43], en mettant le point S de [43] au sommet du
rayon lumineux considéré ; avec les notations de Link (dont la signification est explicitée dans la
Table 1)

ω ∼= 2
cp
2

∫ ρ0

0
Z−1 dρ où Z :=

√
h −h0

a
− c(ρ0 −ρ) (1)

M ∼= 2
1p
2

∫ ∞

h0

Z−1ρdh. (2)

Notons que ces deux intégrales (1) et (2) sont impropres, ce qui rend délicate leur évaluation
numérique.

Changement de variable pour le calcul numérique de ω et M par la méthode de Simpson

En corrigeant quelques coquilles dans l’article [4] et en conservant les notations de Link, on a

ω= c
p

2
∫ 0

∞
Z−1 dρ

dh
dh = c

p
2
∫ ∞

0
Z−1βρdh (3)
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où β := d(ln(1/ρ))/dh est ln10 fois la pente du graphe ci-dessus (Fig. 6 de Link) ; dans la rela-
tion (3) nous avons mis = au lieu de ∼= car nous n’avons pas introduit de nouvelle approximation
en plus de celle indiquée au début de ce paragraphe 3. Or

2Z
dZ

dh
= d

dh
Z 2 = 1

a
+ c

dρ

dh
= 1−acβρ

a
, (4)

donc

ω= c
p

8
∫ ∞

0
K dZ où K := aβρ

1−acβρ
(5)

(K tend vers 0 quand Z tend vers l’infini, et ne diverge pas en Z = 0 — voir la Fig. 7 ci-dessous).
Avec la même technique, on écrit

M =p
2
∫ ∞

h0

Z−1ρdh =p
2
∫ ∞

0
2

aρ

1−acβρ
dZ =p

8
∫ ∞

0
L dZ où L := K /β. (6)

Notons que dans le cas d’une atmosphère à profil exponentiel, β est uniforme (i.e. indépen-
dant de h — voir la courbe correspondant à Hepperger-Bessel sur la Fig. 6 de Link) ; malgré les
approximations classiques adoptées implicitement par Link, la comparaison des résultats (5)
et (6) fait retrouver ce que donne, pour un astre vu sur l’horizon astronomique, le théorème de
réfraction-extinction de Laplace — voir le sous-paragraphe 7.4 de [43].

Afin d’estimer ω et M pour h0 = 14 km, Link calcule K , L et Z aux altitudes (en kilomètres)
14, 20, 25, 30 et 40 (cette altitude maximale correspond à Z ∼= 0,08 et donnera une précision
suffisante) ; puis il interpole afin d’avoir des valeurs correspondant à des Z équidistants, il trace
K et L en fonction de Z , et estime numériquement l’aire correspondante par la méthode de
Simpson (comme Biot un siècle auparavant) — voir ci-dessous la Fig. 7 de Link [4].

[4, p. 91] Source : NASA / ADS
N. B. : ce graphe montre, pour h0 = 14 km, la grandeur K sans dimension (comme c),

sous-entendu donnée en fonction de Z (sans dimension aussi) qui est mis en abscisse avec une
échelle linéaire, alors que les valeurs numériques indiquées en abscisse sont celles de h dont

l’échelle n’est alors pas linéaire ici, vu la définition de Z selon Link — recopiée dans nos
expressions (1).



552 Luc Dettwiller

Son paragraphe 7 est consacré à l’effet de l’assombrissement centre-bord du disque solaire,
assimilé aussi à une surface plane. Dans le calcul montré sur ses pages 83–86 (cf. supra), où
il utilise son expression (8) qu’il considère « comme une bonne approximation qui, grâce à sa
forme, simplifie beaucoup les calculs » [4, p. 94], Link néglige la courbure du rayon lumineux et
fait des approximations liées à h ≪ a et h0 ≪ a, comme 2a +h +h0

∼= 2(a +h), etc. La série de sa
relation (9) s’obtient en posant

sin
ε

2
:=

(
sin

ε0

2

)
sinu :=

p
m

2
sinu (7)

et en écrivant

p
cosε−cosε0 =

√
2
(
sin2 ε0

2
− sin2 ε

2

)
=

√
m

2
(1− sin2 u) =

√
m

2
cosu (8)

puis ∫ ε0

0

p
cosε−cosε0 dε =

√
m

2
2
(
sin

ε0

2

)∫ π/2

0

cosu

cos(ε/2)
cosu du

= m
p

2

2

∫ π/2

0

cos2 u√
1− m

4 sin2 u
du (9)

et en utilisant alors le développement binomial de (1− (m/4)sin2 u)−1/2, ce qui permet de rame-
ner l’intégrale ci-dessus à une série faisant intervenir des intégrales de Wallis [50, p. 3166b] (tech-
nique classique utilisée aussi pour exprimer rigoureusement la période d’un pendule d’ampli-
tude ε0). Tous calculs faits, on obtient∫ ε0

0

p
cosε−cosε0 dε=πm

p
2

8

∞∑
p=0

[
(2p −1)!!

2p p !

]2 (m/4)p

p +1
(10)

où N ! et N !! sont classiquement définis par récurrence : 0! := 1 := 0!! := (−1)!! et

N ! := N × (N −1)! et N !! := N × (N −2)!! ∀N ∈ N∗.

Cela redonne bien les premiers termes indiqués par Link dans son expression (9). Notons que
dans les expressions de di, de et leurs intégrales (ainsi que E) aux paragraphes 7–8 de Link [4], il
manque le facteur multiplicatif qui est la brillance du centre du disque solaire.

Calcul numérique de la densité de l’ombre

Afin de calculer la densité D de l’ombre, Link exprime transitoirement dω/dh0. Pour cela, il
préfère intégrer (5) par parties au préalable, ce qui lui permet de partir de

ω= c
p

8
∫ K0

0
Z dK (11)

où K0 désigne la valeur de K à l’altitude h0. Alors, en appliquant à cette expression le théorème de
dérivation sous le signe somme (directement car Z (K0)dK0/dh0 est nul), et en procédant ensuite
au changement de la variable K en h puis enfin en Z dans le résultat, il vient, tous calculs faits :

dω

dh0
= c

p
8

(
1

a
− cρ0β0

)∫ ∞

0
H dZ (12)

où β0 désigne la valeur de β à l’altitude h0, et

H :=
(

dβ

dh
−β2

)
L3

aρ2 . (13)
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Mais pour obtenir D , on a besoin de a(dω/dh′
0) = (dω/dh0)a(dh0/dh′

0). Link trouve dh0/dh′
0

en adoptant la loi empirique de Gladstone-Dale [51] (suivant l’avis de Bemporad et Puiseux [52,
p. 16–17] — voir l’introduction du paragraphe 6 de [36]), en écrivant l’équation de Bouguer (voir
le paragraphe 4.2 de [43])

a +h′
0 = (1+ cρ0)(a +h0) (14)

et en la dérivant en tant que fonction de h0, ce qui donne

dh′
0

dh0
= (1+ cρ0)− (a +h0)cρ0β0 ; (15)

on en déduit finalement

a
dω

dh′
0

= c
p

8
1−acρ0β0

1−acρ0β0 + (1−h0β0)cρ0

∫ ∞

0
H dZ ∼= c

p
8
∫ ∞

0
H dZ (16)

qui dépend de h0 même avec l’approximation finale (la fonction Z 7→ H(Z ) étant paramétrée par
h0 vu la définition de Z ), et que Link estime numériquement par la même méthode que ω et M .

Muni de ces résultats, Link peut estimer, d’après les mesures d’Abbot pour les longueurs
d’onde de 0,46 µm, 0,54 µm et 0,62 µm, la valeur du coefficient d’assombrissement k introduit
par son expression (8) : respectivement 0,73, 0,62 et 0,54. Puis, pour une longueur d’onde, il peut
calculer la courbe photométrique de l’éclipse, i.e. le graphe de la densité de l’ombre (en ordonnée
avec un axe orienté vers le bas) en fonction de la distance au centre de celle-ci — voir la courbe
en trait d’axe sur la Fig. 2 de Link ci-dessous obtenue pour l’éclipse du 8 janvier 1936 [16], où
on constate l’excès de densité mesurée dans l’ombre (cf. notre résumé au paragraphe 2), et où
la partie droite (celle qui correspond à la pénombre) varie très peu avec la longueur d’onde [30,
chapitre 3].

[16, p. 131] Source : NASA / ADS. D. R.
Les courbes passant entre les points de mesure du 8 janvier 1936 montrent l’ajustement

proposé ; la courbe en trait d’axe correspond au calcul analytique de D (en ordonnée), et « le
décalage entre la courbe observée et la courbe calculée [pour λ= 0,58 µm] est en grande partie
dû à l’absorption de l’ozone. » Les tracés sont incomplets car « le temps était peu favorable aux

observations » ; on sait que dans la partie manquante, la variation de D avec la position
angulaire est rapide mais pas discontinue.
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Des études plus récentes confirment et précisent ces courbes photométriques, en utilisant
l’outillage informatique — qui bien sûr n’existait pas à l’époque où Link écrivait ses articles [4]
et [16]. La simulation numérique [34] montre qu’avec une Terre complètement recouverte d’un
océan surmonté d’une atmosphère sans aérosols et sans ozone, la Lune éclipsée est rouge (à
cause de la diffusion Rayleigh jointe à la réfraction) et l’irradiance au centre de l’ombre se trouve
réduite d’un facteur 2400 par rapport à sa valeur hors éclipse ; l’absorption dans les bandes de
Chapuis (vers 600 nm) par l’ozone stratosphérique rend le bord interne de l’ombre bleu pâle ou
turquoise, ce que confirme l’observation photographique de l’éclipse du 21 février 2008 [35] ; la
distribution usuelle d’aérosols, de nuages et de montagnes au limbe terrestre diminue encore
l’irradiance de 2 ordres de grandeur dans l’ombre [34], et son asymétrie peut décentrer de 17′ la
position du minimum d’irradiance [35].
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