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Quand un tres grand nombre de particules interagissent les unes avec les autres, elles donnent
souvent lieu a un comportement fluide émergent a grande échelle. Par exemple, nous sommes
habitués a I'idée que N ~ 10?® molécules d’eau se comportent comme un liquide ou comme un
gaz selon les conditions de température et de pression. Cette idée de comportement émergent
est fondamentale et s’applique a de trés nombreux systémes physiques, de I'infiniment petit a
I'infiniment grand, du plasma de quarks-gluons en physique des particules aux amas de galaxies
en astrophysique, en passant par les gaz et les liquides de la vie quotidienne ou par des systémes
de matiere condensée plus exotiques tels que les superfluides.

Dans cet article, nous nous intéressons au comportement fluide émergent dans un certain
type de gaz quantique qui peut étre réalisé avec des atomes froids, et nous passons en revue
quelques résultats sur la dynamique de ces gaz obtenus récemment.

Le systeme qui nous intéresse consiste, au niveau microscopique, en quelques centaines
ou milliers d’atomes bosoniques sans spin ni autre degré de liberté interne, confinés dans un
potentiel trées fortement anisotrope de sorte qu'ils ne peuvent se déplacer que le long d'un axe
unidimensionnel. Les interactions entre les atomes sont de portée suffisamment courte, de sorte
quel’on peutles modéliser par un terme de contact. Le hamiltonien quantique d'un tel gaz s’écrit,
en seconde quantification,

2 2
H= _zh_mfdx vl (x)%t//(x) + gfdx vy w w). 1)
Ici m est la masse des bosons, g la constante de couplage, % la constante de Planck, et v (x) et
w(x) sont 'opérateur de création et d’annihilation d'un atome a la position x. Ces opérateurs
satisfont les relations de commutation canoniques [w(x),w*( y)] =6(x—y).
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Le modele défini par le hamiltonien (1) est un modele de gaz quantique tres célebre, dont
I'étude a démarré avec les travaux de Lieb et Liniger dans les années 1960 [1,2], suivis par les
travaux de Yang et Yang [3], Gaudin [4] et de nombreux autres auteurs en physique théorique et
physique mathématique [5]. Longtemps considéré comme un modéle purement théorique aux
propriétés tres particulieres — en particulier la propriété que ce modele est intégrable, comme
nous allons le voir — le gaz de Lieb-Liniger a changé de statut dans les années 2000 avec les
progres du piégeage optique ou magnétique d’atomes froids, qui ont permis de réaliser ce modele
expérimentalement [6-10]. Actuellement, le hamiltonien de Lieb-Liniger, ainsi que certaines de
ses variantes pour des atomes avec spin ou des atomes fermioniques, est utilisé quotidiennement
par les physiciens et physiciennes dans le domaine des atomes froids pour décrire de nombreuses
expériences.

Pour simplifier, dans cet article nous nous restreignons au cas d’interactions répulsives entre
les atomes,

g>0, )

mais nous soulignons que le cas des interactions attractives (g < 0) est également intéressant et
tres riche [9,11-14], avec des avancées expérimentales récentes excitantes [15,16] en lien direct
avec notre sujet.

1. Distribution de rapidité locale
1.1. Distribution de rapidité pour des systemes homogenes

Le gaz de Lieb-Liniger défini par le hamiltonien (1) fait partie de la classe des modéles unidimen-
sionnels intégrables [4,5], ce qui implique des propriétés remarquables des états stationnaires
mais aussi de la dynamique hors équilibre, comme 1'ont montré les nombreuses études de ces
deux dernieres décennies [17,18]. Une notion clef pour décrire ces systémes est la notion de dis-
tribution de rapidités que nous introduisons ci-dessous en utilisant des concepts qui permettent
de faire un lien direct avec des quantités expérimentales.

Distribution de rapidité. Supposons que les atomes qui constituent le gaz évoluent en présence
de conditions aux bords périodiques, le long d’un cercle de circonférence L. A un instant z,, on
imagine ouvrir le cercle au point x, et connecter chaque extrémité a une ligne semi-infinie,
voir figure 1. De cette facon le gaz va s’étaler jusqu’a l'infini. Au cours de cet étalement, la
distribution d’impulsion des atomes w(0) évolue sous l'effet de leurs interactions. Néanmoins,
apres un grand temps d’expansion Teyp, les atomes sont suffisamment éloignés les uns des autres,
et les interactions deviennent négligeables. La distribution d’impulsion converge alors vers une
distribution asymptotique I1(z.,0) :

w(tc,Texp;e)T t’mn(tc»e)' 3)
exp

A priori, cette fonction dépend de la position x. de la coupure mais on suppose ici que le systéme
est suffisamment grand pour que cet effet de bord soit négligeable. La distribution asymptotique
I1(¢.,0) est alors appelée la distribution de rapidité.

Remarquons également que, puisque la distribution de densité et la distribution de vitesse
sont identiques en champ lointain, la distribution de densité des particules n(x) devient elle-
méme identique a la distribution de rapidité apres un grand temps d’expansion. Plus précisé-
ment,

1 (Texp, X) . j’wn(tc;X/Texp)/Texp- 4)
exp
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t<tc t>tc
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F1GURE 1 - Expansion unidimensionnelle du gaz de Lieb-Liniger. Le systéme est confiné sur un cercle de taille L.
Sa distribution de rapidité I1(f) est une constante du mouvement. A linstant f., on coupe le cercle et on le
connecte a deux lignes semi-infinies : le nuage est maintenant libre d’explorer la ligne infinie. Le profil de densité
(n(x)) et le profil de vitesse (w(0)), apres un temps d’expansion suffisamment grand, deviennent égaux a la
distribution de rapidité. Ces profils ne dépendent donc pas du temps ¢ auquel est effectuée la coupure, méme si
une dynamique complexe peut avoir lieu pour le gaz confiné sur le cercle.

Distribution de rapidité et constantes du mouvement. Lintégrabilit¢é du modele de Lieb-
Liniger se manifeste par la propriété remarquable que la distribution de rapidité II(z.,0) ne dé-
pend pas du temps de coupure t., méme si une dynamique complexe a lieu dans le gaz confiné
sur le cercle avant la coupure. On introduit donc

I1(0) = I1(z, 0) ®)

qui est une constante du mouvement du systéme pour toute valeur de 6. Les autres constantes
du mouvement peuvent étre exprimées en fonction de I1(0). Ainsi, le nombre de particules dans
le gaz est

N= f I1(0)do, (6)
I'impulsion totale du gaz est
P :/mH I1(6)de, )
et’énergie totale est
E:fmTQZH(G)dH. 8)

Puisque la distribution I1(0) est conservée, ces quantités sont évidemment conservées, de méme
que tous les moments de I1(f) d’ordre plus élevé. Linvariance de la distribution de rapidité est
propre a l'intégrabilité du modele de Lieb-Liniger. En effet, pour un systéeme ergodique, par
exemple en présence d’interactions entre particules de portée finie, I'hypotheése de thermalisa-
tion par états propres (Eigenstate Thermalisation Hypothesis en anglais, ou ETH) implique que
I1(t.,0) converge a temps long vers la distribution attendue pour un ensemble thermique : si la
distribution initiale I1(0,0) est non thermique, alors I1(%., 8) va évoluer au cours du temps.
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Distribution de rapidité et états propres. Linvariance de la distribution de rapidité pour le
modele de Lieb-Liniger peut étre établie en analysant les états propres du modele et leurs
propriétés. Nous donnons ci-dessous les grandes lignes de cette dérivation. Un des aspects
remarquables du hamiltonien de Lieb-Liniger (1) est que 'on connait la forme exacte de ses
états propres, appelée Ansatz de Bethe [19] ou fonction d’onde de Bethe [4]. Un état propre avec
N particules est paramétré par N nombres 67 <0, < --- < 8y homogenes a une vitesse. Anticipant
le résultat dérivé ci-dessous, nous appelons ces vitesses 601,...,0n les rapidités. Limpulsion et
I'énergie de cet état propre sont respectivement ) ; mf; et Y ; m6§/2, et sa fonction d’onde a
N corps peut s’écrire sous la forme [4]

W{Gj}(xlr--'!xN) = WZ aP’{Gi}el'ZiXieP(i)’ 9
P

ol la somme est effectuée sur les permutations P de N indices. Ici A" est un facteur de normali-
sation et les coeflicients apg, sont des coefficients de norme 1. Pour alléger les notations, dans la
suite de cette section nous posons i=m = 1.

Pour rendre compte de la dynamique d’expansion qui a lieu aux temps t > t, il convient de
développer I'état du systeme sur les états de Bethe a N particules sur la ligne infinie [20]. Ce
développement s’écrit

1

VNI 2m)N
oul'intégrale sur les rapidités est réalisée sur '’hyper-volume 7 qui estle secteur §; <0 < --- <0pn

et le coefficient de normalisation sera justifié a posteriori. | f|? est la densité de probabilité dans
I'espace, de dimension N, des rapidités. La distribution de rapidités est

W(X1,...,XN) = f d6yd6s---dONf(61,...,0N) Y apje, e=i*i%P0 (10)
Vv P

N
16) =Y [ d01++d0i1dOisn -+ dONFO1,..1,01,0,001... 0w an

Un point crucial pour notre démonstration, que nous admettons ici, est que la distribution de
rapidité I1(0), pourvue qu’elle soit lissée avec une résolution beaucoup plus grossiere que 7/ (mL),
est la méme que I'on utilise pour représenter les états de Bethe périodiques sur le cercle ou bien
I'expansion ci-dessus qui utilise les états de Bethe sur la ligne infinie. La dynamique de cet état
est induite par les phases accumulées par les différents état de Bethe : & un temps #. + 7,

W(X1,..., XN, T) = / d6,dO,---dOn f (6, .. "QN); Z aR{ei}eZi(xiepm—rmel?/(zh))' (12)
4 VN 2m)N P
Pour des temps d’expansion 7 trés longs, I'intégrale peut étre évaluée en utilisant la méthode de
la phase stationnaire. On trouve alors que, pour x; < --- < Xy,

1
NN
Le facteur N! provient du fait que ¥ est normalisé & 1 sur I'ensemble de I'espace vectoriel de
dimension N alors que f est normalisée a 1 uniquement sur le volume 7. Ainsi la distribution de
position des atomes a temps long n'est rien d’autre que la distribution des rapidités. On a donc
montré que la distribution de rapidité, définie comme dans les paragraphes précédents par la
distribution asymptotique, n’est rien d’autre que la distribution des rapidités qui interviennent
dans la fonction d’onde de Bethe. Cette identification implique que la distribution de rapidité est
une constante du mouvement puisque les états de Bethe sont les états propres du systeme.

lwx,..., o 0|7 = |£61=x1/7,...,08 = xn /D). (13)

Localité de la distribution de rapidités. Un opérateur Q est dit local s’il peut s’écrire Q =
Jdxg(x) ot g(x) s'obtient a partir de g(0) par 'opérateur translation et ot le support de g(x)
est concentré au point x : en terme d’ opérateur champ, g(x) s’écrit uniquement a partir de w(x),
w*(x) et ses dérivées au point x. Pour des grands systémes, cette notion peut étre étendue a des
opérateurs ¢g(x) ayant un support de taille finie.
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Une propriété fondamentale de I1(0) est sa localité, pourvu que II soit suffisamment lissée.
Plus précisément, considérons une fonction de convolution §, ayant une largeur en 6 égale a o
et introduisons I'opérateur I1; () comme |'opérateur diagonal dans la base des états de Bethe et
dont I'action sur un état de Bethe est Hg(9)|{9,~}) =Y,;0,00;— 0)|{9i}). La localité de IT se traduit
par le fait que 'opérateur I, (6) s’écrit

I1,(0) =fdxqg,9(x) (14)

ol ¢4, a un support fini, de largeur environ égale a i/ (mo). Cette propriété est non triviale et
une preuve mathématique n’existe, a notre connaissance que dans la limite ol1 la constante de
couplage g estinfinie [21].

Role de la distribution de rapidité pour décrire les états stationnaires. Les états initiaux prépa-
rés dans des expériences sont des superpositions de trés nombreux états propres, leur nombre
étant exponentiellement grand avec la taille L du systéme. A temps long, et tant que I’on consi-
dére des observables locales, le systeme relaxe vers un état stationnaire invariant par translation :
les valeurs moyennes d’observables qui agissent sur un sous-systeme de taille ¢ < L convergent
a temps long vers une valeur asymptotique. Cette notion de relaxation est fondamentale dans
toute théorie hydrodynamique.

A partir de I'équation (14), en utilisant I'invariance par translation apres relaxation et le fait
que I1(0) est une quantité conservée, on trouve que I'état apres relaxation vérifie (g g (x)>relax =
(15 (6))/ L. Les propriétés de I'état relaxé dépendent donc de la distribution de rapidité par unité
de longueur

p©) =(11(O))/L, (15)
et c’est cette fonction intensive qui va jouer un réle clef dans la description hydrodynamique du
gaz de bosons unidimensionnel. Dans la suite, on omettra de préciser « par unité de longueur ».
En fait, la fonction p(6) est non seulement nécessaire mais aussi suffisante pour caractériser les
propriétés locales de I'état apres relaxation. En termes mathématiques, cela se traduit pas le fait
que pour toute observable A locale, la valeur moyenne de A, pour des temps grands devant le
temps de relaxation tfe)ax, €st une fonctionnelle de la fonction p(0), ce qui s’écrit

(A) = (A)p pour Alocale. (16)

1> lrelax

Dans le cas ot le systéme est dans un état propre, (A) ne dépend pas du temps et la propriété
ci-dessus implique que, tout état propre |i) dont la distribution de rapidité, une fois lissée, est p,
vérifie

(i]Ali) = (A)[p) pour Alocale. a7
Ainsi tous les états propres de méme distribution de rapidité, dont le nombre est exponentiel-
lement grand [3] avec la taille du systeme, sont identiques vis-a-vis d’observables locales. Cette
propriété peut étre vue comme la généralisation au cas intégrable de 'hypothese de thermalisa-
tion par état propre et on parle d’hypothese de thermalisation par états propres généralisée [22].

Ensemble de Gibbs généralisé. D’apres les équations (16) et (17), pour décrire les propriétés
locales d'un systéme apres relaxation, on peut utiliser pour décrire le systeme global n'importe
quelle matrice densité ayant la bonne distribution de rapidité. Un choix particuliérement intéres-
sant est d’'utiliser la matrice densité de I'ensemble de Gibbs généralisé (acronyme anglais GGE).
Pour introduire cet ensemble, considérons les intervalles successifs [04,0, + 0] indicés par I'en-
tier a et o1 84 = ao. Lopérateur qui compte le nombre de rapidités dans l'intervalle a est noté
II;(04). Le GGE est paramétré par des températures généralisées, notées fp,, dont le nombre
est égal au nombre d’intervalles [0,,0, + o] et il s’écrit p = z1 exp[Zafga I, (Oa)] oll Z est une
constante de normalisation. A la limite ol1 o devient trés petit la largeur des intervalles tend vers 0,
et on tend vers la limite continue : les températures généralisées deviennent donc une fonction
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de 0, notée f(0). Le lien entre fonction f(0) et la distribution de rapidités p(0) est discutée plus
loin. La matrice densité du GGE est diagonale dans la base des états propres du systeme, qui sont
les états de Bethe introduits précédemment, indexés par leurs rapidités {;}. En utilisant cette
base, le GGE s’écrit

1 .
PecE = — 3 [10:1)(10:3] X100 (18)
Z {0;}

Lintérét de 'ensemble de Gibbs généralisé est qu'il est factorisable. Plus précisément, consi-
dérons un sous-systeme .# de taille £ < L, ol ¢ est grand devant les longueurs microscopiques
comme la distance interparticules. On appelle £ le complémentaire de .#. Si on choisit o tel que
o > h/(mY), alors I, (0) peut s’écrire avec une bonne approximation comme la somme de la
contribution du sous-systeme et de la contribution de £. Ainsi la matrice densité pggg du sys-
téme total se factorise avec une trés bonne précision, en le produit de deux matrices densité de
GGE ayant la méme fonction f, 'une pour £, 'autre pour le sous-systéme ..

Alors que, pour décrire le systeme dans sa globalité apreés relaxation, toute matrice densité
induisant la bonne distribution de rapidité est valable, la matrice densité réduite décrivant
un petit sous-systéme apres relaxation est unique. En effet, d’apres 'équation (16), pour une
distribution de rapidité donnée, la valeur moyenne de tout opérateur sur . a une valeur bien
définie. Le raisonnement ci-dessus montre que cette matrice densité n’est rien d’autre que celle
du GGE. Le fait que le GGE soit le bon ensemble pour décrire le sous-systéme a une interprétation
physique tres simple : pour chaque intervalle [04,0, + o], le reste du systéme agit comme un
réservoir de rapidités pour le sous-systeme.

Distribution de rapidité du GGE. Considérons le systeme global, décrit par un GGE paramétré
par la fonction f(6). Pour calculer des valeurs moyennes d’observables locales, on peut transfor-
mer la somme sur les états propres en une somme sur les distributions de rapidité puisque la va-
leur moyenne d'une observable locale ne dépend que de la distribution de rapidité. On introduit
pour cela la fonctionnelle qui compte le nombre de micro-états correspondant a une distribution
de rapidité donnée, que I'on écrit sous la forme

elSwiel o L Syylp] =log[nombre de micro-états]. (19)

Lentropie intensive du gaz Syy[p] est appelée entropie de Yang-Yang [3]. Il est possible de
montrer, en utilisant les propriétés des états de Bethe, que la fonctionnelle Syy[p] est donnée
par

Syylp] = f [pslog ps — plogp — (ps — p)log(ps — p)] dO, (20)

ol la fonction ps(0), qui est souvent appelée densité d’états dans le contexte de ’Ansatz de Bethe
Thermodynamique [23] est reliée a la densité de rapidités par la formule suivante [1] :

!
ps(0) = %+f%A(9—9')p(9’)d0', (21)
ot A(v) =2(g/h)/((g/h)? + v?). La fonction

v(0) =pB)/ps(0), (22

appelée distribution des facteurs d'occupation, dépend de maniere biunivoque de la distribution

de rapidité p(0), et peut donc également étre utilisée pour paramétrer les états stationnaires.
Lentropie de Yang-Yang permet de calculer la probabilité d'une configuration p(0) dans le

GGE : elle est proportionnelle a exp[Syylp] + fd6 f(6)p(0)]. En utilisant le fait que 'on considére
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un grand systéme, on trouve que la distribution de rapidité qui va donner la contribution domi-
nante a la valeur moyenne d'une observable est celle qui maximise 'argument de I'exponentielle,
c’est-a-dire la distribution de rapidité qui vérifie

0Syy

5p0) +f(@) =0. (23)
Cette équation mene a une relation fonctionnelle pour p(f) qui ne peut en général pas étre
résolue analytiquement (pour une exposition plus détaillée, nous référons a la section 1 de
I'article de revue [10]). Cependant, elle peut étre résolue numériquement de facon tres efficace
par itération, comme montré par Yang et Yang [3].

Exemple (Distribution p(0) a'équilibre thermique). La densité de particules n et I'énergie par
unité de longueur e s'écrivent n= [dfp(0) ete= [ d9p(9)92/2. 11 est alors clair que 'ensemble
de Gibbs d’'un état thermique de température T et de potentiel chimique p est un cas particulier
de GGE pour lequel la fonction f s’écrit

finerm(0) = —0%12kp T) — (u/ kg T). (24)

1.2. Systeme avec variations spatiales sur des grandes échelles

Concept de distribution locale de rapidités. Dans ce qui précéde, nous avons analysé les macro-
états du gaz homogene, et nous avons vu qu'ils sont caractérisés par leur distribution de rapidi-
tés p(0). Considérons maintenant le cas d'un gaz de Bose unidimensionnel dans un potentiel de
confinement longitudinal V (x). Si ce potentiel varie suffisamment lentement par rapport a la dis-
tance entre les atomes, alors on peut travailler dans I'approximation de densité locale pour déter-
miner I'état du gaz. Cette approximation est valide s’il y a séparation des échelles (figure 2), c’est-
a-dire que 'échelle macroscopique sur laquelle le potentiel varie est séparée par plusieurs ordres
de grandeur de I'échelle microscopique a laquelle la granularité du gaz devient importante. Sous
cette hypothése, on peut imaginer découper le gaz en cellules fluides de taille mésoscopique.
Chaque cellule est a la fois suffisamment petite pour que le potentiel V(x) puisse y étre consi-
déré comme constant, et suffisamment grande pour contenir beaucoup d’atomes. L'état du gaz
dans une cellule fluide mésoscopique est alors caractérisé par sa distribution locale de rapidités
p(x,0), qui dépend de la position x al’échelle macroscopique.

L>>2

2>>d

FIGURE 2 — [Reproduite de la référence [24] avec autorisation — Crédit : APS/Carin Cain] Le gaz est décrit en
faisant I’hypothése de séparation d’échelles.
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Faisons maintenant I’hypothése que le gaz est a I'équilibre thermique dans le potentiel V (x),
atempérature T. Dans 'approximation de densité locale, ceci implique que chaque cellule fluide
est aI’équilibre thermique a la température T, et au potentiel chimique local u(x) = p— V(x), ou
L est le potentiel chimique global qui permet d’ajuster le nombre total d’atomes dans le systéme.
La distribution locale de rapidités p(x,8) est alors obtenue en appliquant la méthode de Yang et
Yang a chaque cellule fluide indépendamment.

Exemple (Distribution locale de rapidité a 'équilibre thermique dans un pieége harmonique).
Sur la figure 3 (partie droite), tirée de la référence [25], nous montrons la prédiction théorique
pour la distribution locale de rapidité p(x,0) obtenue de cette facon pour un gaz de bosons en
interaction faible (y ~ 0.5 x 1072). Le nuage contient quelques milliers d’atomes a une tempé-
rature d'une centaine de nano-Kelvins. Le rayon du nuage est de 'ordre de ~100 um, pour une
densité inverse qui est typiquement de 'ordre de ~0.1 um, de sorte que 'hypothése de sépara-
tion d’échelles est parfaitement justifiée. Cette distribution théorique est comparée a la distribu-
tion locale de rapidités mesurée expérimentalement (figure 3, partie gauche). Le protocole expé-
rimental utilise le fait que la distribution de rapidité est la distribution de densité atteinte apres
un grand temps d’expansion longitudinale. Plus précisément, il consiste a couper un petit tron-
con du nuage d’atomes, de longueur ¢ centré autour de la position xp, puis a le laisser s’étaler le
long du tube unidimensionnel avant de mesurer sa densité. Les données expérimentales sont en
assez bon accord avec la prédiction théorique pour p(x,8), méme si une analyse plus fine révele
de légeres déviations qui pourraient étre une signature d'un état stationnaire non thermique [25].

zo (pm) z (pm)
—80 —40 0 10 80 —80 —40 0 10 80

Tn(z,7) /! p(z,0)
I ms/jum?
0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 3 - [Reproduite de la référence [25] avec autorisation] A gauche : mesure expérimentale de la distribution
de rapidités obtenue par la méthode décrite dans la section 1.1. A droite : prédiction théorique pour p(x,8)
obtenue dans 1'approximation de densité locale, en faisant '’hypothése que le gaz est a I'équilibre thermique a
température T = 90nK et au potentiel chimique pu = 49nK.

2. Les équations de ’hydrodynamique généralisée (GHD)

Jusqu'a présent nous avons analysé les propriétés statiques du gaz, en insistant sur ’hypothese de
séparation des échelles qui permet de penser au gaz comme a une assemblée de cellules fluides
qui sont chacune dans un état stationnaire caractérisé par sa distribution de rapidités.
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Distribution locale de rapidité évoluant en temps. Nous nous tournons maintenant vers
les propriétés dynamiques du gaz, toujours en nous appuyant sur ’hypothése de séparation
d’échelles. Cette hypothése est maintenant étendue aux variations temporelles du gaz, et non
plus seulement aux variations spatiales. On fait 'hypothése que 1'évolution macroscopique du
gaz est suffisamment lente par rapport aux échelles de temps microscopiques, de sorte que
chaque cellule fluide a toujours le temps de relaxer vers un état stationnaire. Sous cette hypo-
thése de séparations d’échelles de distance et de temps, 1'état global du gaz est caractérisé par
la distribution locale de rapidités p(x, t,8). On souhaite alors trouver une équation d’évolution
pour p(x,t,0).

En l'absence de potentiel longitudinal, V(x) = 0, nous avons vu dans la section 1 que la
distribution de rapidités intégrée sur tout le systéme est conservée, % S o, t,0)dx = 0. Cette
loi de conservation est équivalente a 'équation de continuité

0:p(x,1,0) +0xj(x,1,0)=0 (25)

si I'on fait 'hypothéese que le courant j(x, t,0) s’annule aux extrémités du systeme a gauche et
a droite. Notons que 1’équation (25) est valide pour toute rapidité 0 et correspond ainsi a une
infinité de lois de conservations, ce qui refléte I'intégrabilité du gaz de Lieb-Liniger [1].

La vitesse effective. En 1'état, 'équation (25) n'est cependant guere instructive, puisqu’on ne
connait pas le courant j. Pour de faibles gradients spatiaux, on peut effectuer un développement
du courant j en le gradient de la densité p. A I'ordre le plus bas, que I'on appelle I'échelle
d’Euler, le courant ne dépend que de p et pas de ses dérivées. A ce stade, le probleme est
donc d’évaluer ce courant qui est associé a la densité de rapidités p(8). C’est précisément ce
probleme qui a été résolu dans deux articles parus simultanément en 2016, I'un par Castro-
Alvaredo, Doyon et Yoshimura [26], et 'autre par Bertini, Collura, de Nardis et Fagotti [27]. Ces
deux articles représentent un tour de force dans la théorie des systémes intégrables, et ils ont
un trés fort impact sur la compréhension actuelle de la physique hors-équilibre des systemes
quantiques unidimensionnels [28]. Le résultat principal est que le courant associé a la densité de
rapidités p(0) est de la forme

j©)=p(®) v} ) (26)

ol la vitesse effective vfg (0) dépend de la distribution p(0), et est définie comme la solution de
I'équation intégrale suivante :

uﬁff @) =6- f AB —0")(vefr(0) — vess (") p(8") dO'. (27a)

Avant d’expliquer la signification physique de cette équation intégrale, voyons d’abord ce qu’elle
implique pour I'équation d’évolution de la distribution locale des rapidités. En injectant (26)
dans (25) on arrive directement a une équation cinétique pour la distribution de rapidités, qui
est valide en 'absence de potentiel longitudinal. On peut alors facilement incorporer I'effet de
la force -0,V qui est due a un potentiel V(x) non nul. En vertu de la seconde loi de Newton,
celle-ci génére simplement une accélération constante a = -0, V/m, c’est-a-dire que pendant un
temps 6t la force modifie la distribution de rapidités p(8) en p(6 — ad t). Léquation d’évolution

finalement obtenue est
0,V

atp+6x(vﬁgp) = %agp. (27b)
Les deux formules (27a) et (27b) constituent un systeme d’équations fermé qui détermine entie-
rement la dynamique de la distribution locale de rapidités p(x, ¢,0), pour une condition initiale
p(x,0,0) donnée. C’est ce systeme de deux équations que I'on appelle I hydrodynamique généra-
lisée, abrégé en GHD pour Generalized Hydrodynamics en anglais.
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Argument collisionnel pour la vitesse effective. L'équation intégrale (27a) peut étre interprétée
physiquement a ’aide de I’argument semi-classique suivant.

Dans un premier temps, imaginons deux atomes identiques de masse m se déplacant en une
dimension. On peut imaginer que ces deux atomes sont préparés dans deux paquets d’'onde bien
séparés, a des positions x; < x, et avec des impulsions mf; > mf,. Avant qu’ils n’entrent en
collision, les deux paquets d’onde au temps ¢ sont simplement centrés en

x1(8) = x1 +01¢,

(avant collision)
X2(8) = x2 + 021,

ol 0, est la vitesse de groupe d’'un atome. Apres la collision, que 'on suppose élastique, la
conservation de I'énergie et de I'impulsion totales implique que les deux atomes repartent avec
les mémes vitesses de groupe. Néanmoins, durant le processus de collision, ils peuvent avoir été
soit ralentis soit accélérés, de sorte que les positions des deux paquets d’onde apres la collision
sont

x1(8) =x1+01t-A0, - 03),

(apres collision)
Xo(t)=x2+02t+A0; —0>).

Lalongueur A(p;—p2), que'on pourrait appeler décalage collisionnel (scattering shift en anglais),
est positive si I'interaction entre les atomes est répulsive (de sorte que les atomes ralentissent en
s’approchant) et négative si l'interaction est attractive (les atomes accélerent en s’approchant).
Pour des bosons en interaction delta, on peut montrer que le décalage collisionnel est une
lorentzienne,
2glh

(g/M? + (01 -02)%
voir par exemple la référence [10]. Notons que le décalage collisionnel est directement relié au
délai de Wigner (Wigner time delay en anglais). Le délai de Wigner est défini comme le retard
ou l'avance d'une particule incidente apres son interaction avec un potentiel de diffusion, par
rapport a sa trajectoire attendue en I'absence de potentiel; il s’agit d'un concept central dans la
théorie de la diffusion [29].

Dans un second temps, imaginons un atome arrivant de la gauche (x < 0) avec une impul-
sion m#@, qui se propage le long du systeme unidimensionnel vers la droite sans rencontrer au-
cun autre atome jusqu’a entrer dans l'intervalle [0, L]. Imaginons que, dans cet intervalle, il croise
N autres atomes qui ont tous la méme rapidité 6’ (avec 8’ < 0), puis qu’il ressorte de I'intervalle
sur la droite, et qu’il ne croise dés lors plus aucun autre atome. Le temps mis par 'atome pour
parcourir l'intervalle [0, L] est donné par [L+ NA(© —0")]/6, ce qui implique que sa vitesse « vefty,
dans I'intervalle est en moyenne v =6/[1+ £ A0 -6")].

Maintenant, imaginons un atome avec rapidité 6 dans une boite périodique de taille L oc-
cupée par une densité 77gr d’autres atomes qui ont tous la méme rapidité ’. Latome de rapi-
dité 6 se propage en moyenne 2 la vitesse v°f, il lui faut donc un temps At = L/v*® pour par-
courir la boite périodique. Pendant ce temps A¢, le nombre de collisions est en moyenne égal
a N =g (v —0")At = Lg/ (1 — 0'/veM). En combinant ce nombre de collisions avec la relation
précédemment obtenue pour v, on voit donc que la vitesse effective obéit 4 la relation

A6, -0,) = (28)

vl =0 — 71y (0T - 6")A 6 - 6). (29)

Nous sommes arrivés a cette relation en faisant I’hypothése que tous les atomes de la boite ont la
méme rapidité 0’ (sauf un, le « traceur » dont on calcule la vitesse effective). Ce cas correspond au
cas ot la distribution de rapidités dans la boite est un delta de Dirac, p(A) = 0'6(A-0' ), et on voit
que dans ce cas notre relation coincide bien avec (27a). Dans le cas général d'un gaz d’atomes
avec une distribution de rapidités arbitraire p(0), on peut reproduire I'exercice en remplacant
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FIGURE 4 - Vitesse effective dans le gaz classique de sphéres dures en une dimension. Figure de gauche : on suit
le « traceur » coloré en rouge, qui a tout instant est défini comme la sphére qui se meut a la vitesse v2. En entrant
en collision avec les autres sphéres de méme masse, les vitesses des sphéres sont échangées, mais il y en a toujours
une qui a la vitesse vo. Figure de droite : trajectoires des spheres dures dans un diagramme d’espace-temps. On
voit que la trajectoire du « traceur » (en rouge) correspond en moyenne a une droite, a des petites fluctuations
pres. Mais la pente 1/v¢f de cette droite est différente de la pente 1/vy qui serait observée en I'absence d’autres
spheres.

iig: par p(0')d6’ dans le membre de droite de (29), ainsi que v — 6’ par v[epff 0) - vf’g (0") dans le
comptage des collisions, ce qui aboutit a I'équation intégrale (27a).

Pour conclure cette tres bréve introduction a la théorie de I'hydrodynamique généralisée,
notons que, si les équations (27a)-(27b) ne sont apparues qu'en 2016 dans le contexte des gaz
quantiques unidimensionnels, elles étaient connues en physique statistique classique depuis les
années 1960. En effet, les mémes équations décrivent la dynamique a grande échelle du gaz de
spheres dures en une dimension [30-32]. Dans le modele de spheres dures en une dimension,
le décalage collisionnel A(6 —0’) est une constante égale 2 moins le diametre des spheres (voir
figure 4). Pour des introductions plus détaillées a la théorie de 'hydrodynamique généralisée et
des articles de revue plus complets, nous conseillons les références [10,23].

2.1. Cas limite : coeurs durs

Ala constante de couplage g du gaz de Lieb-Liniger est associée 1'échelle de longueur #2/(mg)
et, pour un gaz de densité n, on peut définir le parameétre sans dimension y = mg/(h*n).
Dans le régime de forte répulsion y > 1, I'énergie des configurations ou deux atomes sont a la
méme position diverge. En conséquence, la fonction d’'onde des N bosons, qui est une fonction
symétrique de leurs positions xj, ..., xX,, S'annule au méme point :

W(x1,X2,...,XN) =0 six;=x; (30)

pour une paire d’indices différents i, j. Les bosons obéissent en quelque sorte a un principe de
Pauli. Ceci suggere de représenter le systeme en termes d'une fonction d’onde fermionique, c’est-
a-dire une fonction d’onde antisymétrique. Une telle fonction antisymétrique peut facilement
étre définie de la fagon suivante,

[]signe(x; — x;) | w(x1, x2, ..., XN). (31

i<j

wF(x1)x2r~--)xN) =




264 Isabelle Bouchoule et Jérome Dubail

On peut alors montrer que I'équation de Schrédinger satisfaite par y(x;,xp,...,xn) devient,
quand elle est réécrite en fonction de yg(x;,xy,...,xy), 'équation d’évolution de N particules
libres dans la limite g — +oo,

9 Nop2 o,
ih—yp=)Y [-=— V(x;)|we. 2
lhath =72 Ox]_+ (x;) |wE (32)

Cette observation fondamentale est a la base de tres nombreux résultats exacts sur les gaz
quantiques dans le régime de forte répulsion, voir par exemple I'article de revue [33].

Puisque la dynamique des atomes dans ce régime est identique a celle d'un gaz de fermions
libres, il est clair que si on effectue un temps de vol en une dimension, alors aux temps longs
on observera la distribution d’impulsion de ces fermions. Ce phénomene est parfois appelé
fermionisation dynamique [34,35]. Puisque, en laissant s’étaler le nuage en une dimension, on
obtient des atomes dont les impulsions asymptotiques sont les impulsions des fermions sous-
jacents, on voit que les rapidités ne sont rien d’autre que les impulsions de ces fermions. En outre,
puisque ces fermions n’interagissent pas, leur vitesse effective estindépendante de la distribution
de rapidités et est simplement égale a la vitesse de groupe,

Vi (0) = 6. (33)

Les équations de '’hydrodynamique généralisée dans ce cas se réduisent a I'équation (27b) avec
cette vitesse de groupe. Il s’agit donc simplement de I’équation cinétique pour les fermions.

11 est possible d’arriver a cette conclusion directement a partir de I’équation de Schrédin-
ger (32). En effet, dans ce régime on peut identifier la distribution locale des rapidités avec la
fonction de Wigner des fermions,

N ;m

o(x,0) = f (]_[ dxj) dy e’ n% yr (x+ %,xg,...,xN)u/F(x— %,xg,...,xN). (34)
j=2

En dérivant par rapport au temps, et en utilisant 'équation d’évolution (32) pour ¥y et ¥, on

obtient exactement (dans le cas ol le potentiel longitudinal V (x) = 0)

0tp=-00xp

qui est bien I'équation d’évolution attendue. On voit donc que, dans le régime de bosons avec
ceeur dur, en identifiant p(x, 8) avec la fonction de Wigner des fermions sous-jacents, cette équa-
tion est valide pour n'importe quel nombre d’atomes, sans avoir besoin d’invoquer I'hypothése
de séparation d’échelles ou la relaxation locale.

2.2. Cas limite : entropie nulle et interactions faibles

A température nulle, I'entropie du gaz s’annule. La distribution locale de rapidités est alors
contrainte par le fait que 'entropie de Yang-Yang (20) doit s’annuler, et on voit que cela implique
que le rapport p(0)/ps(0) est égal soit a 0 soit a 1 pour tout . Chaque macro-état d’entropie nulle
peut donc étre paramétré par ses points de Fermi, {0 j}1< <24, qui sont définis comme les bornes
des intervalles a I'intérieur desquels le rapport vaut 1 :

0(6) _ 1 519€U7:1[02j—1,02j]y
ps(0)

Létat fondamental du gaz correspond a une mer de Fermi unique (g = 1) [1], alors que les états
avec plus d'une mer de Fermi (g > 1) correspondent a des états trés excités, mais néanmoins
d’entropie nulle [36,37].

Les équations de '’hydrodynamique généralisée (27a)—(27b) préservent 'entropie totale du
gaz, S= [ Syy(p(x,G))dde [38,39]. Ainsi, si le nuage d’atomes est initialement dans un état

(35)
0 sinon.
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d’entropie nulle, par exemple dans I'état fondamental dans un potentiel V(x), alors il reste
d’entropie nulle a tous temps. On peut alors décrire son évolution uniquement en termes du
«contour » de la région de 'espace des phases (x,0) ou le rapport p(x,0)/ps(x,0) vaut 1, qui est
paramétré par les points de Fermi 6;(x, t). On peut alors montrer [40] que I'équation (27b) est
équivalente a I'’équation d’évolution pour les points de Fermi,

0,0 (x, 1) +v;0:0,(x,1) =0 (36)

ouv;= v[eg (8§).Ici et dans le reste de cette section, nous supposons que V (x) = 0 afin d’alléger les
formules. Le mouvement des différents points de Fermi est couplé, parce que la vitesse effective
dépend des différents 0; a la méme position x via la distribution locale de rapidités.

Cette description du gaz a entropie nulle est valide pour toute valeur de I'interaction répulsive
g > 0. 1l est cependant instructif de considérer le cas particulier du régime d’interaction faible,
y = mg/(h?n) < 1. Dans ce régime, appelé régime de quasi-condensat, il est bien établi que la
dynamique du gaz a température nulle est décrite par I'’équation de Gross—Pitaevskii,

oy n* 2
lhaw=—%6x(p+gl<pl ®, 37

ol ¢(x,1t) est la fonction d’'onde du quasi-condensat unidimensionnel. Il est donc naturel de
se demander quelle est la relation entre 'hydrodynamique généralisée a entropie nulle (36) et
I'équation de Gross-Pitaevskii (37).

Cette question est subtile sur le plan mathématique, et nous nous contentons ici d’esquisser
la réponse de facon superficielle. Pour une analyse plus compléte, nous référons le lecteur a
I'analyse détaillée de Bettelheim [41], qui fait le lien entre I'hydrodynamique généralisée dans
la limite g — 0 et la théorie de la modulation de Whitham, ainsi qu’aux références [42-44] pour
des introductions a cette théorie de la modulation.

Pour commencer, on peut reformuler I'équation de Gross—Pitaevskii comme une équation

hydrodynamique grace a la transformation de Madelung ¢(x,t) = v/ngp(x, t)eie(x't), ulx,t) =
0,0(x, 1), qui mene au systeme
0¢ngp +0x(ngpu) =0 38
LA (8% By
oru+ udxu——n—Gpax( Zr(rJlP+ﬁ \/ﬁp)

Dans le membre de droite, on reconnait la pression du quasi-condensat P = gnéP /(2m) ainsi que
la pression quantique Zh_m (6§\/HGP)/\/HGP. Cette derniere fait intervenir des dérivées par rapport
a x. Ainsi, dans les situations ot la densité ne varie que sur de grandes échelles de distance, ce
terme de pression quantique peut étre négligé, et 'on peut voir que le systéme (38) est alors
équivalent a

0,01+ 3059259, =0
{ tY1 4 xV1 39)

0,0, +923%25.0, =0
avec
p=ixn+0:x 0
- . :

Cette classe de solutions du systéme (38), avec des variations tres lentes de la densité, n’'est
cependant pas la plus générale.

L'équation de Gross-Pitaevskii admet également des solutions sous la forme de trains d’'ondes,
ol la densité ngp oscille fortement sur de courtes distances, avec une amplitude d’oscillation qui
peut, elle, ne varier que sur de grandes échelles de distances. On peut par exemple chercher une
solution périodique sous la forme ngp(x, ) = ngp(¢), u(x, t) = u(é), £ = x— Vt. On trouve alors

m
ngp(x, ) = @(92 (x, 1) - 01(x, If))zy
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que les solutions sont de la forme suivante, qui dépend de quatre parameétres 01,0,,03,04 et est
exprimée en termes du sinus elliptique de Jacobi,

01 —03—0,+67)? N (04—03)(02—01) sn2[ Y (04—-02)(03—0;

)
16 4 2 &M 40)

ngp (&) =

avec M = %, et nous avons fixé /i = m = g = 1 pour simplifier les notations. La vitesse

et la période de ce train d’onde sont données respectivement par
_ 0,+0,+03+0,

2 (1)

et

4 3 du
L(61,0,,603,04) = f . (42)
V(05—-02)03-061) Jo  \/1- M2sin®u
Les parametres 01,0-,03,04 sont appelés les invariants de Riemann de la théorie de la modula-
tion de Whitham [42], et dans la solution (40) ils sont constants. Mais on peut ensuite les faire
varier sur de grandes échelles de distance et de temps, de maniére a obtenir des solutions ap-
proximatives de I'équation de Gross—Pitaevskii qui deviennent exactes dans la limite de sépara-
tion d’échelles. Le point crucial est que les invariants de Riemann ne peuvent pas étre modulés de
maniere arbitraire, mais il faut que leur modulation soit compatible avec les lois de conservation
del’équation de Gross—Pitaevskii. Les équations d’évolution qui régissent la dépendance en x et ¢
des invariants de Riemann sont I'objet central de la théorie de la modulation de Whitham [44] :
L

De maniere plus générale, on peut trouver des solutions a 'équation de Gross—Pitaevskii
sous la forme de trains d’onde avec plusieurs périodes, qui sont caractérisées par un nombre
pair d’invariants de Riemann. On peut ensuite moduler ces invariants de Riemann a I'aide des
équations de la théorie de Whitham (43).

La relation entre I'équation de Gross—Pitaevskii et '’hydrodynamique généralisée dans le ré-
gime de quasi-condensat réside dans le fait que les invariants de Riemann peuvent étre identifiés
avec les points de Fermi. Il est possible de montrer que les équations de '’hydrodynamique gé-
néralisée a entropie nulle (36) sont exactement équivalentes aux équations de la théorie de Whi-
tham (43). Enfin, on peut également montrer que la densité d’atomes n(x) calculée par '’hydro-
dynamique généralisée est exactement égale a la densité ngp(x) moyennée sur une période d’os-
cillation L. Ce dernier point est valide plus généralement pour toutes les quantités conservées
locales du gaz de Lieb-Liniger dans la limite g — 0.

Pour plus de détails sur la relation entre I'hydrodynamique généralisée et la théorie de Whi-
tham, voir les références [41,45].

0[9j+ 0x0j=0. (43)

3. Tests expérimentaux de la théorie GHD

A l'inverse de la théorie hydrodynamique conventionnelle, la théorie GHD ne suppose pas
que le systeme est localement décrit par un équilibre thermique. Au contraire, la théorie GHD
autorise I'apparition, au cours de la dynamique, de distributions de rapidités locales qui different
fortement de celles correspondant a un équilibre thermique. C’est notamment le cas lorsque la
distribution locale de rapidité, en certaines régions de 'espace, devient une fonction présentant
plusieurs maxima locaux, puisque la distribution de rapidité d'un ensemble thermique est
toujours une fonction simplement piquée. Pour tester la validité de la théorie GHD, il est donc
particulierement intéressant d’utiliser des protocoles qui conduisent a la présence de telles
distributions de rapidité. Les expériences pionniéres présentées ci-dessous utilisent en effet de
tels protocoles.
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FIGURE 5 — [Reproduite du Supplemental Material de la référence [46]] Calcul GHD des distributions de rapidités
au cours de I'expansion longitudinale d'un nuage initialement doublement piqué. La situation initiale (¢ = 0) qui
est celle d'un nuage al'équilibre thermique dans un double puits de potentiel est celle qui correspond aux données
expérimentales de la figure 6. La quantité tracée est le facteur d’'occupation v défini dans I’équation (22).

3.1. Evolution libre d’'un nuage doublement piqué

La premiére de ces expérience étudie la dynamique d'un gaz en’absence de tout potentiel longi-
tudinal dans le cas d'une situation initiale présentant deux nuages séparés spatialement. L'allure
de la distribution de rapidités initiale dans ce protocole est celle de la distribution a # = 0 mon-
trée sur la figure 5. Lors de ’évolution libre, les rapidités positives et grandes vont aller vers les x
positifs alors que les rapidités trés négatives vont partir vers les x négatifs. On s’attend ainsi a un
phénomene de cisaillement de p(x,8) dans 'espace (x,8) qui conduit al’émergence, au centre du
nuage, d'une distribution de rapidité doublement piquée, comme illustré sur la figure 5. Dans la
premiére expérience qui a testé GHD [46], la situation initiale est produite en préparant un nuage

a I'équilibre dans un potentiel a deux puits de potentiel. La dynamique résultant de I'extinc-
tion soudaine du potentiel longitudinal est observée en mesurant les profils de densité du nuage
apres différent temps d’évolution. Les résultats, montrés sur la figure 6, sont en tres bon accord
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FIGURE 6 — [Reproduite de la référence [46] avec autorisation] Evolution du profil de densité au cours d'une
expansion longitudinale. Les données sont comparées aux prédictions effectuées avec la théorie GHD. Les lignes
tiretées des figures de droites sont les prédictions obtenues avec la théorie hydrodynamique conventionnelle
(acronyme CHD en anglais) qui suppose qu’en tout point et a tout temps le systeme est localement décrit par
une équilibre thermodynamique.
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FIGURE 7 - [Reproduite de la référence [25] avec autorisation] Un profil de densité doublement piqué est réalisé a
partir d'un nuage aI'’équilibre ((a), colonne de gauche) en enlevant les atomes situés au centre. Le profil de densité
est alors constitué de deux nuages non connectés ((a), colonne centrale). On laisse ensuite le systeme évoluer
en I'absence de potentiel longitudinal. Au bout de 15ms, les deux nuages se recouvrent dans la zone centrale
((a), colonne de droite). Une mesure de la distribution de rapidité de la tranche centrale est alors effectuée : les
atomes situés hors de la tranche délimitée par les pointillés rouges sont chassés et on laisse s'étaler la tranche
sélectionnée pour obtenir sa distribution de rapidité. La distribution mesurée ((b) courbe verte) présente la
structure doublement piquée attendue et elle est en bon accord avec les prédictions de la théorie GHD.

avec les prédictions de la théorie GHD. Au contraire, une théorie hydrodynamique convention-
nelle, qui suppose qu’a chaque instant et en chaque position le systéme peut étre décrit par un
ensemble thermique, échoue totalement a reproduire les observations expérimentales, comme
montré sur la figure 6. Cette théorie prédit méme, a temps plus long, 'apparition de chocs : les
forts gradients observés sur les courbes numériques correspondant aux prédictions de I’hydrody-
namique conventionnelle sur la figure 6 sont les prémices des chocs apparaissant aux temps ul-
térieurs. De tels chocs sont absents de la théorie GHD qui permet, au cours de la dynamique, des
repliements de la distribution de rapidités, avec I'apparition de distributions locales doublement
piquées comme montré sur la figure 5 qui présente les résultats des calculs GHD.

La présence d’'une distribution locale de rapidités doublement piquée au centre du nuage ne
pouvait pas étre mise en évidence expérimentalement dans [46], puisque dans cet article pion-
nier seule la densité linéaire, obtenue en intégrant la distribution de rapidités sur 6, est mesurée.
Récemment, 'apparition d'une distribution de rapidités doublement piquée au centre du nuage
a été mise en évidence expérimentalement en utilisant la technique de mesure de la distribu-
tion de rapidité locale présentée dans la section 1.2. Dans cette expérience, présentée dans [25],
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le profil de densité initial doublement piqué est préparé, a partir d'un nuage a I'équilibre dans
un potentiel harmonique, en enlevant les atomes situés au centre du nuage (voir figure 7). Apres
un temps d’évolution suffisant pour que la distribution de rapidité au centre deviennent dou-
blement piquée, une tranche centrale du nuage est sélectionnée et sa distribution de rapidité est
mesurée en effectuant un étalement longitudinal. Les résultats présentés sur la figure 7 mettent
clairement en évidence la nature doublement piquée de la distribution de rapidité.

3.2. Modification du potentiel de confinement

La dynamique engendrée par I'augmentation soudaine du confinement longitudinal a aussi per-
mis de tester avec succes la théorie GHD [47]. Cette expérience a été réalisée en utilisant des
atomes confinés dans les tubes unidimensionnels d'un réseau optique bi-dimensionnel. Les pa-
rametres sont tres différents des expériences présentées ci-dessus réalisées sur un dispositif de
puce atomique : les interactions sont fortes avec un parametre d’'interaction initial y supérieur
a 1 et le systéeme est proche de son état fondamental. Pour différents temps d’évolution, la distri-
bution de rapidité globale du systéme est mesurée en coupant le confinement longitudinal et en
laissant le systeme s’étaler dans les guides 1D avant d’effectuer une mesure de la distribution de
vitesse des atomes. Les résultats montrés sur la figure 8 sont en excellent accord avec les prédic-
tions GHD pour un systeme initialement a température nulle. Les calculs GHD prédisent I'appa-
rition d’un repliement de la mer de Fermi pour ce protocole, du entre autres a I’'anharmonicité
du potentiel de confinement, comme montré sur la figure 8(b).
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FIGURE 8 — [Reproduite de la référence [47] avec autorisation] Evolution de la distribution de rapidité d’'un
ensemble de gaz 1D apreés une augmentation soudaine du potentiel de confinement longitudinal qui engendre
une oscillation de la taille longitudinal du nuage. (a) Mesure de la distribution de rapidité intégrée sur tout
le nuage. Les données expérimentales sont en excellent accord avec les prédictions GHD pour un systéme
a température nulle. (b) Les calculs prédisent un repliement de la mer de Fermi, et donc l'apparition d'une
distribution de rapidité locale scindée en deux mers de Fermi.

4. Perspectives

Lapproche hydrodynamique généralisée est une description effective de la dynamique des gaz
unidimensionnels intégrables variant sur des grandes échelles dont la pertinence est validée par
les trés bons accords obtenus avec des données expérimentales, comme présenté dans cette
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FIGURE 9 - [Reproduite de la référence [54] avec autorisation] Modification de la vitesse effective d'un soliton
a cause de son interaction avec un gaz de solitons. Le niveau de couleur code 'intensité lumineuse dans une
fibre optique non linéaire. Une technique de boucle de recirculation permet de sonder différentes distances de
propagations (voir la référence [54] pour plus de détails). Lenveloppe du champ électrique obéit a I'équation de
Schrodinger non linéaire focalisante ol1, comparé a l’équation (37), la position z joue le role du temps et le temps
le role de la variable x. La vitesse du soliton, qui est dans cet exemple nulle lorsque le soliton est isolé, est modifiée
lorsqu'il interagit avec le gaz de solitons, en accord avec les prédictions pour veff de la théorie GHD des gaz de
solitons.

revue. Le domaine de validité de la théorie GHD a I’échelle d’Euler présentée ici est encore a
explorer. Sur le plan théorique, les corrections a apporter font I'objet de nombreuses études [48-
51], et des effets au-dela de 1’échelle d’Euler n'ont pas encore été observés expérimentalement.
Effectuer des expériences qui permettraient de sonder ces effets serait une grande avancée.
Lenjeu principal pour faire des prédictions qui vont au-dela de I'échelle d’Euler est de bien
prendre en compte les fluctuations [52]. Expérimentalement, mesurer les fluctuations de la
distribution de rapidités serait donc extrémement intéressant.

Dans la limite ol la constante de couplage g tend vers 0 et le densité de particules tend vers
I'infini de facon a ce que le produit gn soit constant, les effets de la quantification du champ,
c’est-a-dire 'existence des particules, joue un role négligeable. La physique est alors celle d'un
champ classique dont la dynamique est régie par 'équation de Gross—Pitaevskii aussi appelée
équation de Schrédinger non linéaire. Nous avons discuté cette limite dans cette revue dans le
cas de systeme d’entropie nulle : dans ce cas, la limite pour g — 0 des équations issues de la
GHD correspond aux équations régissant 1'évolution des points de Riemann de la théorie de
Whitham. Il est possible d’aller au-dela des états d’entropie nulle. La distribution de rapidité a
un sens en termes du champ classique puisque le protocole d’expansion du gaz a un sens peut
étre considéré dans ce cadre. En prenant la limite champ classique des équation GHD on obtient
les prédictions de champ classique pour I'évolution de la distribution de rapidité [14,53]. 1l serait
intéressant sur le plan théorique d’avoir une facon d’obtenir ces équations directement dans le
modele classique, indépendamment du modele quantique (modéle de Lieb-Liniger).

Une telle théorie GHD classique existe pour décrire la dynamique a grande échelle de sys-
témes classiques intégrables dans le cas o1 les quasi-particules sont bien identifiées. C’est le cas
pour la dynamique d'un gaz de solitons, que ce soient les solitons de 'équation de Korteweg—
de Vries ou ceux de I'équation de Schrédinger non linéaire focalisante, c’est-a-dire I’équation de
Gross-Pitaevskii avec une constante de couplage attractive g < 0. Les solitons sont caractérisés
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par leur vitesse v et leur amplitude a et on peut introduire une distribution de solitons spatiale-
ment résolue f (v, a, x). Une équation similaire a I’équation (27b) a été dérivée pour décrire I'évo-
lution de cette distribution de solitons (x, v, &) [55], qui fait intervenir une vitesse effective du
méme type que celle définie par notre équation (27a), et qui peut étre obtenue par le méme ar-
gument collisionnel que celui présenté dans notre section 2. L'équation de Schrodinger non li-
néaire focalisante décrit I'évolution de I'enveloppe du champ électromagnétique dans des fibres
optiques et des gaz de solitons peuvent étre réalisés dans ces systémes. Sur un tel systéme, la
modification de la vitesse d'un soliton sous !'effet des collisions avec les autres solitons est vi-
sible dans les données expérimentales, voir figure 9. Ainsi, il est fort probable que, dans un futur
trés proche, la physique des gaz intégrables sera explorée aussi dans ces systemes classiques [56],
apportant une perspective nouvelle et complémentaire au sujet du comportement émergent a
grande échelle dans les gaz unidimensionnels intégrables.
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