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Résumé. Nous considérons en dimension 3 un superfluide homogene de trés basse température T présen-
tant deux types d’excitations, (i) des phonons acoustiques sans bande interdite de relation de dispersion li-
néaire a faible nombre d’onde, et (ii) des quasi-particules y a bande interdite de relation de dispersion qua-
dratique (massive) au voisinage de ses extréma. Des travaux récents [Nicolis et Penco (2018), Castin, Sinatra
et Kurkjian (2017, 2019)], prolongeant I'étude historique de Landau et Khalatnikov sur I'interaction phonon-
roton dans I'’hélium 4 liquide, ont déterminé explicitement 'amplitude de diffusion d'un phonon thermique
sur une quasi-particule y au repos a I'ordre dominant en température. Nous généralisons ce calcul au cas
d’une quasi-particule y de vitesse de groupe subsonique arbitraire, avec une construction rigoureuse de la
matrice S entre états asymptotiques exacts, tenant compte de l'interaction incessante phonon-phonon et
phonon-y, qui habille le phonon et la quasi-particule y incidents ou émergents de phonons virtuels; ceci ap-
porte un éclairage physique nouveau sur les diagrammes de Feynman de la diffusion phonon-y. Dans tout
le domaine de I'espace des parametres (nombre d’onde k, force des interactions, etc) ot la quasi-particule y
est énergétiquement stable vis-a-vis de I'émission de phonons de vecteurs d’onde arbitraires, nous pouvons
des lors caractériser le mouvement erratique qu’elle effectue dans le superfluide a la suite de ses collisions
incessantes avec les phonons thermiques, au travers (a) de la force moyenne subie F(k) et (b) des coefficients
de diffusion en impulsion longitudinal D Y (k) et transverse D | (k) intervenant dans une équation de Fokker—
Planck puis, aux temps longs ou1 la quasi-particule s’est thermalisée, (c) du coefficient de diffusion spatiale
2%P2 indépendant de k. A 'endroit kg d’'un extrémum de la relation de dispersion, oi1 la vitesse de groupe de
la quasi-particule s’annule, F(k) varie linéairement en vitesse avec un coefficient de frottement visqueux iso-
trope a que nous calculons; si kg = 0, la diffusion en impulsion est elle aussi isotrope et F(kg) = 0; si kg > 0,
elle ne I'est pas (D//(ko) # D] (ko)), et F(kp) est non nul mais sous-dominant par rapport & @ d'un ordre
en température. La fonction de corrélation temporelle de la vitesse, dont I'intégrale donne 25P2, distingue
aussi entre ces deux cas (kg est cette fois I'endroit du minimum) : si kg = 0, elle décroit exponentiellement,
avec le taux d’amortissement visqueux attendu de la vitesse moyenne; si kg > 0, elle est bimodale et admet
une seconde composante, d’amplitude plus faible par un facteur o 7, mais de taux d’amortissement plus
faible dans le méme rapport (c’est le taux de thermalisation de la direction de la vitesse), ceci compensant
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cela. Nous caractérisons aussi analytiquement le comportement de la force et de la diffusion en impulsion
au voisinage de tout bord sonique du domaine de stabilité ol la vitesse de la quasi-particule tend vers la vi-
tesse du son dans le superfluide. Les expressions générales données dans ce travail sont censément exactes a
I'ordre dominant en température (ordre T8 pour F(k), ordre T9 pour D// (k), D (k) et F(kg), ordre T~/ pour
2%P3), Elles supposent cependant une connaissance exacte de la relation de dispersion de la quasi-particule
y et de I'équation d’état du superfluide a température nulle. Nous les illustrons donc dans I'approximation
BCS, apres calcul du domaine de stabilité, pour une quasi-particule y fermionique (un fermion non apparié)
dans un superfluide de fermions de spin 1/2 non polarisé, systeme réalisable avec des atomes froids dans des
piéges a fond plat; ce domaine présente d’ailleurs une intéressante ligne d’instabilité subsonique du premier
ordre, inobservée, ou la quasi-particule se déstabilise par émission de phonons de vecteurs d’onde non in-
finitésimaux, en plus de la ligne d’instabilité sonique attendue issue du critére de Landau. En passant, nous
réfutons la these de Lerch, Bartosch et Kopietz (2008), selon laquelle il n’existerait pas de quasi-particule fer-
mionique dans un tel superfluide.

Abstract. We consider in dimension 3 a homogeneous superfluid at very low temperature T having two
types of excitations, (i) gapless acoustic phonons with a linear dispersion relation at low wave number, and
(ii) gapped y quasiparticles with a quadratic (massive) dispersion relation in the vicinity of its extrema. Recent
works [Nicolis and Penco (2018), Castin, Sinatra and Kurkjian (2017, 2019)], extending the historical study by
Landau and Khalatnikov on the phonon-roton interaction in liquid helium 4, have explicitly determined the
scattering amplitude of a thermal phonon on a y quasiparticle at rest to leading order in temperature. We
generalize this calculation to the case of a y quasiparticle of arbitrary subsonic group velocity, with a rigorous
construction of the S matrix between exact asymptotic states, taking into account the unceasing phonon-
phonon and phonon—y interaction, which dresses the incoming and emerging phonon and y quasiparticle by
virtual phonons; this sheds new light on the Feynman diagrams of phonon—y scattering. In the whole domain
of the parameter space (wave number k, interaction strength, etc.) where the y quasiparticle is energetically
stable with respect to the emission of phonons of arbitrary wavevector, we can therefore characterize the
erratic motion it performs in the superfluid due to its unceasing collisions with thermal phonons, through
(a) the mean force F(k) and (b) longitudinal and transverse momentum diffusion coefficients D ; (k) and
D (k) coming into play in a Fokker-Planck equation, then, at long times when the quasiparticle has
thermalized, (c) the spatial diffusion coefficient 2°P?, independent of k. At the location kg of an extremum
of the dispersion relation, where the group velocity of the quasiparticle vanishes, F(k) varies linearly with
velocity with an isotropic viscous friction coefficient a that we calculate; if ko = 0, the momentum diffusion is
also isotropic and F(kg) = 0; if ko > 0, it is not (D// (ko) # D (ko)), and F(kp) is non-zero but subleading with
respect to a by one order in temperature. The velocity time correlation function, whose integral gives 25P?,
also distinguishes between these two cases (kg is now the location of the minimum): if ky = 0, it decreases
exponentially, with the expected viscous damping rate of the mean velocity; if kg > 0, it is bimodal and has a
second component, with an amplitude lower by a factor « T, but with a lower damping rate in the same ratio
(it is the thermalization rate of the velocity direction); this balances that. We also characterize analytically the
behavior of the force and of the momentum diffusion in the vicinity of any sonic edge of the stability domain
where the quasiparticle speed tends to the speed of sound in the superfluid. The general expressions given
in this work are supposedly exact to leading order in temperature (order T8 for F(k), order T for D //(k),
D (k) and F(kg), order T~7 for 2°P2). They however require an exact knowledge of the dispersion relation of
the y quasiparticle and of the equation of state of the superfluid at zero temperature. We therefore illustrate
them in the BCS approximation, after calculating the stability domain, for a fermionic y quasiparticle (an
unpaired fermion) in a superfluid of unpolarized spin 1/2 fermions, a system that can be realised with
cold atoms in flat bottom traps; this domain also exhibits an interesting, unobserved first order subsonic
instability line where the quasi-particle is destabilized by emission of phonons of finite wave vectors, in
addition to the expected sonic instability line resulting from Landau’s criterion. By the way, we refute the
thesis of Lerch, Bartosch and Kopietz (2008), stating that there would be no fermionic quasiparticle in such
a superfluid.

Mots-clés. Gaz de fermions, Condensat de paires, Modes collectifs, Diffusion phonon-roton, Paire brisée,
Atomes froids, Théorie BCS.

Keywords. Fermi gases, Pair condensate, Collective modes, Phonon-roton scattering, Broken pair, Ultracold
atoms, BCS theory.
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1. Position du probléme et systéme modéle considéré

Certains superfluides tridimensionnels spatialement homogenes présentent a température arbi-
trairement basse deux types d’excitations. Le premier type correspond a une branche d’excitation
acoustique, de pulsation propre w, tendant linéairement vers zéro avec le nombre d’onde g,

Yo

1+
8

ou c est la vitesse du son a température nulle, m la masse d’une particule du superfluide et y
une courbure adimensionnée; cette branche est toujours présente dans un superfluide siege
d’interactions a courte portée, et les quanta asssociés sont des quasi-particules bosoniques, les
phonons, ici notés ¢. On rappelle la relation hydrodynamique exacte mc? = pdu/dp o1 p est
le potentiel chimique et p la densité dans I'état fondamental. Le second type d’excitations n’est
pas garanti : il correspond a des quasi-particules, appelées ici y pour abréger, présentant une
bande d’énergie interdite A, > 0 et un comportement de particule massive, c’est-a-dire avec une
relation de dispersion parabolique au voisinage du minimum :

2 (k — ko)? 207 1.3
er = A+ (k — ko) +7’1 (k—ko)’b
k—ko 2m. 3m,

hq 2 4
mc) +0(g"Inq) (@))]

wWg = C
a .=,

q—

+0(k - ko)* )

La masse effective m. est strictement positive, mais la position ky du minimum dans l'espace
des nombres d’onde peut étre strictement positive ou nulle selon les cas; le coefficient b a la
dimension d'une longueur et est a priori non nul seulement si ky > 0. Les excitations des deux
types sont couplées entre elles, au sens ou1 une quasi-particule y peut absorber ou émettre des
phonons, par exemple.

A température nulle, une quasi-particule y de nombre d’onde k assez proche de ko, donc
d’énergie assez proche de A,, a une vitesse de groupe suffisamment faible, en particulier infé-
rieure a la vitesse du son, et ne peut émettre de phonons sans violer la conservation de I'énergie-
impulsion selon un argument assez classique da a Landau, du moins s’il y a également conser-
vation du nombre total de quasi-particules y, comme c’est le cas pour une impureté, c’est-a-dire
un atome d'une autre espece dans le superfluide, ou de la parité de ce nombre total, comme
c’est le cas pour une excitation élémentaire fermionique du superfluide (un contre-exemple
connu a 'argument purement cinématique de Landau est celui du biroton dans I’hélium 4,
dont la relation de dispersion est de la forme (2) avec kp = 0 et qui peut se désintégrer en pho-
nons [1,2]). La quasi-particule est alors stable et avance dans le fluide de maniére balistique, sans
amortissement.

A une température T non nulle mais arbitrairement basse, la branche d’excitation acoustique
est peuplée thermiquement, si bien qu'un gaz de phonons a I'équilibre coexiste avec le super-
fluide. La quasi-particule y présente, qui était stable a température nulle, subit désormais des
collisions aléatoires avec les phonons et décrit une marche au hasard dans I'espace des impul-
sions 7ik. Dans la limite quasi-classique ot la largeur Ak de la distribution en nombre d’onde de
Y est assez grande, de maniére que la longueur de cohérence 1/Ak de y soit beaucoup plus faible
que la longueur d’onde typique des phonons thermiques,

1 hc
Ak kT
on peut caractériser cette marche au hasard par une force moyenne F(k) et une matrice de dif-
fusion en impulsion D(k) intervenant dans une équation de Fokker-Planck. La quasi-particule
y effectue également une marche au hasard dans I'espace des positions, un mouvement brow-
nien, que I'on caractérise aux temps longs par un coeflicient de diffusion spatiale 2°P2. L objectif
du présent travail est de calculer la force et la diffusion a 'ordre dominant en température, pour
toute valeur du nombre d’onde k ol la quasi-particule y est stable a température nulle. Il faut

3)
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pour cela déterminer I'amplitude de diffusion d’'un phonon sur la quasi-particule y a l'ordre do-
minant en le nombre d’onde g du phonon pour une vitesse subsonique quelconque de y, ce qui,
a notre connaissance, n'a pas été fait dans la littérature; les références [3, 4] se limitent ainsi aux
faibles vitesses, comme en témoigne I'action rotonique (30) de la référence [3] limitée aux deux
premiers termes de notre développement (2).

Plusieurs systemes présentent les deux types d’excitations requis. Dans le cas d'un systéme bo-
sonique, on pense immédiatement a I'hélium 4 liquide superfluide, dont 'unique branche d’ex-
citation comporte a la fois un départ linéaire acoustique a2 nombre d’onde nul et un minimum
relatif quadratique a un nombre d’onde ky non nul; la quasi-particule massive y associée au mi-
nimum est un roton selon la terminologie consacrée. Bien qu'il n’y ait pas de loi de conservation
de leur nombre, les rotons de nombre d’onde k proche de kj sont stables vis-a-vis de I’émission
de phonons de vecteurs d’onde arbitraires [3]. Dans le cas d'un systeme fermionique, viennent
a l'esprit les gaz d’atomes froids a deux états de spin 1 et | : dans le gaz non polarisé, c’est-a-
dire avec exactement le méme nombre de fermions dans chaque état de spin, a suffisamment
basse température, les fermions se regroupent par paires liées 1| sous I'effet des interactions at-
tractives entre atomes de spins opposés, ces paires forment un condensat et un superfluide avec
une branche d’excitation acoustique. Une excitation par brisure de paire créerait deux fragments,
chacun étant une quasi-particule fermionique y de bande interdite A la demi-énergie de liaison
de la paire et de relation de dispersion parabolique au voisinage du minimum. Pour avoir une
seule quasi-particule y présente, il suffit d’ajouter au gaz non polarisé un unique fermion 1 ou |,
qui restera non apparié et formera la quasi-particule souhaitée.! Le cas homogene spatialement
est réalisable dans une boite de potentiel a fond plat [5-8].

Pour fixer les idées, nous ferons des calculs explicites du domaine de stabilité de y a T =0,
puis de la force et de la diffusion qu’elle subit a T > 0, seulement dans le cas d'un gaz d’atomes
froids fermioniques, en utilisant faute de mieux la théorie BCS, pour une force des interactions
quelconque puisque la longueur de diffusion a entre 1 et | est ajustable a volonté par résonance
de Feshbach [9-14]. Il nous semble alors que la marche au hasard de y dans 'espace des
impulsions ou des positions est accessible expérimentalement, puisqu’on peut séparer I’atome
fermionique non apparié des fermions appariés pour le manipuler et I'imager, en transformant
ceux-ci en molécules dimeres fortement liées par rampe de Feshbach rapide vers la limite CBE
(condensat de Bose-Einstein) a — 0% [15]. Afin de rendre la discussion moins abstraite, décrivons
un possible protocole expérimental dans ses grandes lignes :

1. Dans un piege a fond plat, on prépare a tres basse température un gaz d’atomes
froids fermioniques tres faiblement polarisé, avec un peu plus de fermions dans I'état
de spin 1 que dans l'état |; les Ny — N| fermions non appariés donnent naissance a
autant de quasi-particules y dans le gaz en interaction. Cette idée a été mise en ceuvre
au MIT [16]. A ce stade, les quasi-particules Y ont une distribution en impulsion
o exp[—h? (k- ko)?/2m. kg T] et une distribution en position uniforme.

2. Par une rampe de Feshbach lente sur le champ magnétique, on modifie la longueur de
diffusion a entre atomes adiabatiquement, sans mettre le gaz hors d’équilibre thermique.
On peut ainsi changer a volonté la position ky = 0 ou kp > 0 du minimum de €, de ma-
niere réversible. Chaque fois que 'on veut agir sur les quasi-particules y pour manipu-
ler leur distribution en impulsion ou en position par un champ électromagnétique (la-
ser, radiofréquence) sans affecter les paires liées, ou simplement pour imager ces distri-
butions [15], on effectue une rampe de Feshbach rapide (seul I'état interne des paires

1A température non nulle, il existe une fraction non nulle de paires liées brisées thermiquement, mais c’est un
O(T” exp(—A« kg T)) (v=1/2si kg >0, v =3/2si ky = 0) que nous négligeons dans la suite.

C. R. Physique — 2020, 21, n° 6, 571-618
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liées suit, le gaz n’a pas le temps de se thermaliser) vers une longueur de diffusion trés
faible et positive aaciion ; @ cette valeur, les paires liées existent sous forme de dimeres for-
tement liés de fréquence de résonance avec le champ électromagnétique tres différente
de celle des atomes non appariés, ce qui permet ’action sélective souhaitée, comme il a
été fait al'ENS [17]; si nécessaire, on effectue une rampe de Feshbach rapide pour revenir
a lalongueur de diffusion initiale.

3. Pour observer la diffusion en position (Section 4, équation (83)), il faut initialement filtrer
spatialement les quasi-particules y, par exemple en envoyant un champ pousseur ou
videur d’état interne masqué par un disque opaque, ce qui élimine les quasi-particules
en dehors d'un cylindre (comme au point 2 pour ne pas perturber les paires liées); on
filtre de méme selon une direction orthogonale, pour laisser intacte une boule de quasi-
particules y dans I'espace des positions, dont on peut ensuite mesurer 1'étalement au
cours du temps (comme au point 2).

4. Pour accéder a la force moyenne et a la diffusion en impulsion (Section 4, équation (50))
au vecteur d’onde ke, on prépare les quasi-particules y avec une distribution en
impulsion étroite hors d’équilibre autour de k = kjpje, puis on mesure en fonction du
temps la moyenne de k et ses variances et covariances. La distribution étroite résulte, par
exemple, d'un transfert Raman de k = 0 a k = ke des quasi-particules dans la phase
intermédiaire a = aacion du point 2, ot 'on s’est arrangé pour avoir une distribution
centrée sur 'impulsion nulle par passage adiabatique préalable dans un régime ky = 0.

Ceci permettrait, sinon de mesurer, du moins de contraindre I'amplitude de diffusion < entre
phonons et quasi-particule y, dont F, D et 2°P? dépendent. Il y a pour cela une forte motivation :
I'expression exacte de cette amplitude a I'ordre dominant en ¢ ne fait pas encore I'unanimité, les
références [3] et [4] restant en désaccord, méme si l’on tient compte comme dans l'erratum [18]
de I'interaction entre phonons omise dans [4], et les expériences n’ont a notre connaissance pas
encore tranché [19]. Nous en profiterons pour rendre plus convaincant et plus solide le calcul de
&f a partir du hamiltonien effectif de basse énergie de la référence [4].

2. Domaine de stabilité dans I'espace des impulsions de la quasi-particuleya T =0

Considérons une quasi-particule y de vecteur d’onde initial k dans le superfluide a température
nulle, donc en 'absence initiale de phonons ou autres excitations, et étudions la stabilité de
cette quasi-particule vis-a-vis de I'émission d’excitations dans le superfluide. Dans cette partie,
a but illustratif, nous supposons que le nombre de quasi-particules y est conservé, sauf en fin
de section ot il est conservé modulo 2, et nous utilisons des relations de dispersion de type
champ moyen pour la quasi-particule y et les phonons (en I'occurrence, la théorie BCS et la RPA
d’Anderson), a valeurs réelles.

Emission de phonons. Tout d’abord, la quasi-particule y peut émettre un nombre a priori
quelconque n = 1 de phonons de vecteurs d’onde q;, 1 < i < n, en reculant pour conserver la
quantité de mouvement. Le changement d’énergie correspondant vaut

n
AE = Ek_zl{l:lqi + (Z hwqi) — €k 4)
i=1

ou 'on note indifféremment wq ou w, la relation de dispersion en pulsation des phonons et
€k ou € la relation de dispersion en énergie de la quasi-particule y. Lorsque les q; décrivent le
domaine d’existence D* de la branche acoustique, et que n décrit N*, I'énergie €y + AE de I'état
final décrit un continuum d’énergie. Il y a donc deux cas possibles : (i) AE est toujours positif,

C. R. Physique — 2020, 21, n° 6, 571-618
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I'énergie € se trouve au bord inférieur du continuum,? 1’état initial |y : k) de la quasi-particule
reste un état discret et y est stable au vecteur d’onde k considéré; (ii) AE n'est pas toujours
positif, I'énergie initiale ) de la quasi-particule se trouve a I'intérieur du continuum d’énergie,
I’émission résonnante de phonons (avec AE = 0) est possible, I’état initial |y : k) se dilue dans le
continuum et donne naissance a une résonance d’énergie complexe, et la quasi-particule y est
instable au vecteur d’onde k considéré.

Pour trancher entre les deux cas, il faut déterminer le bord inférieur € + AEj¢(k) du conti-
nuum, en minimisant AE sur le nombre et les vecteurs d’onde des phonons émis. Cette mi-
nimisation peut étre effectuée en deux temps : a vecteur d’onde total des phonons émis fixé,
Q=X",q;, on minimise I'énergie pour obtenir une relation de dispersion acoustique effective®

n
Hwes(Q) = min min Awg; (5)
¢ neN* {(qi)1<i<n€D"IX], q:=Q} lzzl 4

puis on minimise sur Q :

AEin(k) = rrbin AEQ) avec AE(Q)=ek-q—¢€k+wei(Q) (6)

Si AEjy¢(k) < 0, la quasi-particule y est instable au vecteur d’onde k, sinon elle est stable. 11 est
instructif d’effectuer une étude locale a faible nombre d’onde total émis Q : du comportement (1)
et des remarques simplificatrices qui suivent, nous tirons we(Q) Qz o cQ + 0(Q®) ce qui conduit

au développement
d2€k
dk?
ol la direction de Q, choisie pour minimiser I'énergie, est celle de k si la vitesse de groupe
v = deg/hidk de la quasi-particule y est positive, et celle de —k sinon. Ceci fournit un premier
scénario d’instabilité possible, bien connu : sila quasi-particule y est supersonique (|vg| > c), elle
peut se freiner en émettant des phonons de nombre d’onde arbitrairement faible. Si le passage
d’'un intervalle de k ol y est stable & un intervalle de k ol1 y est instable se fait selon ce scénario,
c’est-a-dire par franchissement de la vitesse du son en le nombre critique k., AEj,s(k) varie
quadratiquement au voisinage de k. du coté instable, suivant la loi déduite de I'équation (7) :*
2

Muilh), =, = | (e kot O ko ®
Pour la cohérence interne de ce scénario, il faut que la dérivée seconde de e soit positive en
k=kc:onalv,|=cetAE(k = k., Q) doit atteindre son minimum en Q = 0; dans le cas contraire,
le passage a AEj,¢(k) < 0 aurait eu lieu avant le seuil sonique. Nous avons donc affaire ici & une
déstabilisation du second ordre, voir la Figure 1a. Un deuxiéme scénario d’instabilité possible
est que la vitesse de groupe reste subsonique mais que AE(Q) admette un minimum absolu
strictement négatif en Qg (k) # 0 : la quasi-particule y réduit son énergie en émettant des phonons
d’impulsion totale nécessairement non infinitésimale. Lorsque k passe de la zone stable a la zone
instable, la position du minimum de AE(Q) saute alors de maniére discontinue de la valeur nulle

1
AEQ) = rch;)(1—|vk/c|)+5Q2 +0(Q%) )

—0

2pour le voir, il suffit de faire tendre les q; vers zéro dans AE.

3Comme le domaine d’existence D* ne contient pas le vecteur d’onde nul, il faut en principe prendre la borne
inférieure sur les q;. On se rameéne 2 la prise d'un minimum en ajoutant le vecteur nul non physique 8 D*, D = D* U {0},
et en prolongeant wq par continuité, wg=g = 0.

41a notation allégée AE;,¢(k) tire parti de I'invariance par rotation de AEj,¢(k). Tout pres de k¢, du coté supersonique,
I'approximation quadratique (7) atteint son minimum en Qg(k) = (lvgl/c — Dhc/ (d2€ k/dkz), et ce minimum vaut
AEjne(k) = —[hic(1 - Ika/c)]Z/(Z dzek/dkz). Il reste a linéariser la vitesse de groupe au voisinage de k = k¢, fivg =
+hc+ (dzek/dkz)lk:kc (k— k¢), pour obtenir (8).
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FiGure 1. Les différents scénarios de déstabilisation d'une quasi-particule massive y de
nombre d’onde k par émission de phonons dans un superfluide lorsque le nombre total de
Y est conservé et que les relations de dispersion sont a valeurs réelles (comme celles des
théories de champ moyen). (a) La vitesse de groupe vy de la quasi-particule passe de sub-
sonique a supersonique lorsque k croise k. (par exemple de gauche a droite); le change-
ment d’énergie AE(Q) a I'émission d'une quantité de mouvement phononique totale 7Q
fixée (voir I’équation (6)) est minimal en Q = 0 pour k < k. et en Q = Qo (k) # 0 pour k > k.,
ol le module Qy(k) tend linéairement vers zéro lorsque k — k:, comme en (al); le mini-
mum absolu AEj¢(k) du changement d’énergie s’écarte de zéro quadratiquement pres de
k. et la déstabilisation est du second ordre, comme en (a2). (b) La vitesse de groupe vy
reste subsonique lorsque k croise k., mais le minimum de AE(Q) en Q = Qq(k) # 0, qui
n’était que relatif pour k < k., devient absolu (et strictement négatif) pour k > k., comme
en (bl); AEj,¢(k) s’écarte de zéro linéairement et la déstabilisation est du premier ordre,
comme en (b2). En (al) et (bl), la figure est tracée dans I'espace des Q selon la direction de
k ou -k, suivant que la vitesse de groupe de y apres émission vjx_q, ) €st >0 ou <0 (c’est
la direction du minimiseur Qg (k) si Qo(k) > 0, voir la note 6, et celle choisie dans 1'équa-
tion (7) sinon).

a la valeur Qp(k) non nulle en k = k., AEj,¢(k) varie linéairement au voisinage de k. du co6té
instable® et la déstabilisation est du premier ordre, voir la Figure 1b.6

Déterminons explicitement la carte de stabilité d'une quasi-particule y dans un gaz de fer-
mions condensé par paires, a 'aide de la théorie approchée BCS. La relation de dispersion de la
quasi-particule y est alors donnée par

2 1/2

+A?

2k
ex= ( —u ©)

2m

ol m estlamasse d'un fermion, y est le potentiel chimique du gaz et A > 0 son parametre d’ordre.
Si g > 0, le minimum de € est atteint en ko = (2m,u)”2/h > 0, vaut A, = A et conduit a une
masse effective m. = mA/2u. Si en revanche p < 0, le minimum de €j. est atteint en kyp = 0,

5En supposant Qg (k) colinéaire a k (voir la note 6), on dérive AEj,;(k) = AE(k,Qqo(k)) par rapport 4 k (avec des
notations évidentes) et on utilise le fait que GQAE =0en Q = Qp(k) pour obtenir dAEj,¢(k)/dk = 0 AE(k,Qop(k)) de
limite a priorinon nulle en k = k. (si les vitesses de groupe de y différent avant et aprés I’émission phononique).

6par isotropie, seule la premiere contribution 2 AE(Q) dans I'équation (6) dépend du cosinus u de I'angle entre k et Q.
Pour k> 0 et Q = Qg(k) > 0 fixés et u décrivant [-1,1], deux cas se présentent. (i) AE(Q) est minimal au bord u =1 ou
u = -1 (Qp(k) et k sont colinéaires) : sa dérivée par rapport a u n’est pas nécessairement nulle au minimum, mais doit
étre respectivement négative ou positive; or, deg_q/du = (-1kQ/|k—Q|) v_q d’outle signe de la vitesse de groupe finale
de la quasi-particule énoncé dans la 1égende de la Figure 1. (ii) AE(Q) est minimal en ug € ]-1,1[ (k et Qg (k) ne sont
pas colinéaires); alors dek,Q/du est nul au minimum et on se trouve dans le cas particulier Vik-Qo )| = 0; en exprimant
de plus I'annulation de la différentielle premiére AE(Q) par rapport a Q en Qq(k), on trouve que la vitesse de groupe
phononique doit s’annuler aussi, dwef(Qo (k))/dQ = 0; la positivité de la différentielle seconde requiert que e et wefr(Q)
présentent un minimum en K = |k— Qg (k)| et Q = Qg (k).
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vaut A, = (A% + u?)''? et conduit a la masse effective m, = mA,/|u|. La relation de dispersion
des phonons se déduit de la RPA d’Anderson ou, ce qui revient au méme, de la théorie BCS
dépendant du temps linéarisée autour de la solution stationnaire. Elle a été étudiée en détail
dans les références [20-22]. Disons simplement qu’elle a un domaine d’existence D invariant
par rotation de la forme compacte connexe g < gsup pour une longueur de diffusion a < 0 (soit
0 < A/u < 1,162 d’apres la théorie BCS), de la forme a deux composantes connexes g < gsyp €t
q Z inf > qsup pour 1,162 < A/u < 1,729, et donné par R3 tout entier pour A/u > 1,729 ou p < 0.
Le calcul de fiweg(Q) par minimisation numérique de I'énergie sur le nombre de phonons 7 et
leurs vecteurs d’'onde q; a vecteur d’onde total Q fixé, comme dans I’équation (5), est facilité par
les remarques suivantes :’

(a) si D est connexe, on peut imposer sans rien perdre sur I'énergie que tous les q; sont
colinéaires a Q et de méme sens, comme nous le faisons dans la suite de ces remarques.
Il reste a minimiser sur 7 et les nombres d’onde g;.

(b) siwg est concave sur l'intervalle [q,, 4], et que deux nombres d’'onde d’essai g; et g; se
trouvent dans cet intervalle, on abaisse I'énergie a Q fixé en les écartant symétriquement
de leur moyenne (gq; + g;)/2 jusqu'a ce que I'un des deux atteigne g, ou gp. S'il y avait
s = 2 nombres d’essai dans l'intervalle, on se ramene ainsi a une configuration avec s,
nombres d’onde en g, S; en gj, et z€ro ou un dans l'intérieur de l'intervalle.

(c) si wg est convexe sur l'intervalle [gq, gpl, et que deux nombres d’onde d’essai g; et g;
se trouvent dans cet intervalle, on abaisse I'énergie a Q fixé en les faisant converger
symétriquement vers leur valeur moyenne (q; + ¢g;)/2. S'il y a plus de deux nombres
d’essai dans I'intervalle, on les fait tous coalescer en leur valeur moyenne.

(d) side plus g, = 0, on abaisse I'énergie a Q fixé en remplacant le nombre d’onde d’essai
coalescé Qcoq par un nombre divergent S de phonons de nombres d’onde égaux infinité-
simaux Qca/S, ce qui permet de linéariser la relation de dispersion en g = 0 et conduit a
I'énergie coalescée 7icQcoa-

Donnons un premier exemple de réduction du probleme dans le cas 1,221 < A/u < 1,710, en
nous limitant a la composante connexe basse du domaine d’existence D, la boule de centre 0
de rayon gsyp, ot la branche acoustique présente deux points d’inflexion g, et g, [21] : w4 est
convexe sur l'intervalle [0, g4], concave sur [q,, gp] et a nouveau convexe sur [gp, gsupl. On peut
donc paramétrer I'énergie des phonons dans cette boule comme suit,

Rwest(Q) = RcQy + hwg, + n3hiwg, ou hcQy + nzhwg, (10)

avec la contrainte Q = Q) + g2 + n3gs ou Q = Q1 + n3gs, Q positif quelconque, g2 €194, qpl, n3 €N
et g3 € [gp, gsupl. On peut simplifier encore en notant qu’il ne peut y avoir de phonon g, que
si Qi = 0.8 1l reste 2 minimiser numériquement %cQ; + n3hwg, ou hwg, + n3hwg, par rapport

7En voici de bréves justifications, sachant que wgq est une fonction positive croissante de g. (a) : si D = B(0, Gsup) et
P projette orthogonalement sur Q, alors (i) D est stable par I'action de P, (ii) la substitution q; — Pq; ne change pas le
vecteur d’onde total et n’augmente pas I'énergie; on peut donc se limiter a q; colinéaire a Q. Si g; et q; sont colinéaires
mais de sens opposés, avec g; = ¢, on abaisse 'énergie a vecteur d’onde total fixé (sans sortir de D) par la substitution
(q,-,qj) —(q; + qj,O); on peut donc se limiter a des q; colinéaires a Q et de méme sens. (b), (c) : si g; < qj se trouvent
dans un intervalle de concavité (convexité) de wg, et que I'on pose Q;j = q; + g, la fonction g — wq + 0Q;j—q est de
dérivée positive (négative) en g = g; < Q; /2, car la dérivée de w4 est décroissante (croissante), donc on abaisse I'énergie
en réduisant (augmentant) g; a Q; j fixé.

8SiQ; >0en présence d'un phonon ¢y, effectuons la variation (Q1, g2) — (Q1 +1, g2 —1) oun est infinitésimal de signe
quelconque. Le changement d’énergie correspondant dans (10) est 6E = Bi[c — v(g2)In + (1/2)h[dv(q2)/dq]n2 + O(T]3),
ol v(q) = dwg/dq est la vitesse de groupe des phonons. §E doit toujours étre positif puisqu’on s’écarte du minimum
d’énergie. Le coefficient de 1 doit donc étre nul, ce qui n’est pas exclu a priori; celui de n? doit étre positif, ce qu'interdit
la concavité stricte de la branche acoustique en ¢». Si Q1 = 0, 1 est nécessairement positif et ce raisonnement impose
seulement v(q2) < c.
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FiGure 2. Carte de stabilité d'une quasi-particule fermionique y dans un gaz non polarisé
de fermions condensé par paires a température nulle, dans le plan (nombre d’onde k de y,
force des interactions), prédite par la théorie BCS. (a) Cas d'un potentiel chimique y > 0.
(b) Cas d'un potentiel chimique p < 0. (c) Agrandissement du cas (a) autour du point cri-
tique S, apres recentrage sur S (6k = k—ks et 6A = A—Ag avec ks = 0,731k, et As = 0,408);
en trait plein, les résultats de (a) [laligne verte est en réalité une interpolation des points (les
cercles) réellement calculés, qui correspondent aux valeurs de A/ de la référence [22] pour
lesquelles la relation de dispersion g — wq de la RPA a été déterminée numériquement], en
pointillé les départs quadratiques (13) avec A= 1,121 k;l,B ~ 14,178 ,uk;?’, C =5,929 ,ukljg.
En rouge : lignes soniques v = +¢ de déstabilisation du second ordre (déstabilisation par
émission de phonons de nombres d’onde infinitésimaux), ou vy est la vitesse de groupe de
Y et ¢ la vitesse du son. En vert : ligne de déstabilisation du premier ordre (déstabilisation
par émission de phonons a nombre d’onde total non infinitésimal). En noir : lignes de dé-
stabilisation par brisure d'une paire liée 1| [on prend (n = 0,s = 1) dans I'’équation (16);
pour > 0 et k < 3k, ce sont les lignes d’annulation du minorant dans 1'équation (17)].
En tireté : lignes de déstabilisation déja mentionnées mais se trouvant en dessous d’autres
lignes de déstabilisation et ne changeant donc pas la carte de stabilité. k est en unités de
ky = (Zmlul)l/zlh (pour u > 0, c’est aussi le nombre d’onde ky minimisant I'énergie €, de
la quasi-particule y; pour p < 0, kp = 0). La force des interactions est repérée par A/|ul, ou
A >0 est le parameétre d’ordre du gaz de fermions.

aux parametres indépendants restants. Donnons deux autres exemples : dans le cas A > 1,729u
ou u < 0, la branche acoustique existe et est convexe sur tout R*, si bien que Awe(Q) = hcQ;
dansle cas 0 < A/u < 0,869, la branche acoustique est concave sur tout son domaine d’existence
q €10, gsupl, si bien que fiwes(Q) = RwWQ-ngy,, + Mhwg,, ol n est la partie entiere de Q/gsup.
En pratique, méme dans I'approximation de la RPA, il n'y pas d’expression analytique connue
de w4. Or, pour I'étude de stabilité de y, nous avons en général besoin de connaitre la branche
acoustique sur tout son domaine d’existence, pas seulement a faible g; nous réutilisons donc les
résultats numériques sur w, obtenus dans la référence [22].

La carte de stabilité obtenue dans le plan (nombre d’onde, force des interactions) dans le
cas 1 > 0 est représentée sur la Figure 2a. Le domaine de stabilité est limité inférieurement
a droite de k = ko par la ligne de déstabilisation sonique positive vy = ¢, asymptotiquement
parabolique,® a gauche de k = ko d’abord par la ligne de déstabilisation du premier ordre CS puis
par laligne de déstabilisation sonique négative SA (sur laquelle vy = —c). La partie ascendante BS
de cette ligne sonique, en tireté sur la figure, est masquée par 'instabilité a Q non infinitésimal
et n'a donc pas de signification physique. On aura noté que la relation de dispersion (9) admet

9Pour i > 0, on trouve A/u ~ y(kikg)? si kiky — +oo 2 vi/c =1 fixé. Ici y = 1,828 est la solution positive de
y(1+y?) =20/mc?| =9 =3(Y +1/Y) avec Y = /(2T (3/4)].
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un maximum parabolique en k = 0 (ici u > 0) : la quasi-particule massive correspondante est
parfois appelée maxon. La théorie BCS prédit donc que le maxon est stable pour des interactions
assez fortes, A/p > (A/p)c = 0,35. Dans la limite opposée d’une interaction faible, le domaine
de stabilité se réduit a I'intervalle étroit centré sur ky et de mi-largeur mA/ V2Hh2ky. Le cas u<o,
représentée sur la Figure 2b, est plus pauvre : le domaine de stabilité est simplement limité a
droite par la ligne sonique positive, donnée par 7ik/m = ¢ dans la limite CBE (soit une pente 4
a lorigine sur la Figure 2b dans la théorie BCS) et par A = yh?k?/2m dans la limite p = 0~
(soit une loi asymptotique parabolique sur la Figure 2b), avec le méme coeflicient y que dans
lanote 9.

Une étude des lignes de déstabilisation au voisinage du point sommital S de la Figure 2a peut
étre effectuée analytiquement. Considérons par commodité la relation de dispersion (9) comme
une fonction e(k, A) de k et A alongueur de diffusion a fixée; de méme, la branche acoustique est
vue comme une fonction w(q, A). Sur la ligne sonique SA (SB), la dérivée seconde Oie est positive
(négative), comme le montre la discussion apres I’équation (8), et s’annule par continuité au
point sommital. Les coordonnées (ks, Ag) de S dans le plan (k, A) se déduisent donc du systéme

Oxerls = —hcls et ai€k|5=0 11)

Prés du point critique S, on trouve que 6k = k — ks et le minimiseur Qg (k) sont des infiniment
petits du premier ordre, alors que §A = A — Ag est un infiniment petit du second ordre. 1l suffit
alors de développer AE(Q) a l'ordre trois, en utilisant le fait que Q, infiniment petit du premier
ordre, est antiparallele a k comme il est dit apres I’équation (7), et que weg(Q) = w(Q,A) dans le
cas concave (A < 0,869u) a faible Q (Q < Gsup),
AE(Q) oo Q[ASA+ 1B+ 3Q*Bok+1Q*C+0(QY
A =010x€ls+h0acls>0

B =0‘;’C€|s >0

avec (12)

C—lB+3hc (h)zl >0
AT
ol l'absence de termes infiniment petits du premier ou du second ordre résulte du systeme (11),

le coefficient y est celui de I'équation (1) et les signes sont prédits par la théorie BCS. On obtient
alors le départ quadratique des lignes SC et BSA du point S comme sur la Figure 2c :1°

sc (BB-8C)B
5k—0-  16AC

B
k3?2, onBH _—
0k—0

22 6k)? (13)

Bien qu’intéressants, tous ces résultats sur la déstabilisation de y par couplage aux phonons sont
approchés, rappelons-le. Ils reposent sur la relation de dispersion (9) de la quasi-particule, issue
de la théorie BCS d’ordre zéro, qui ignore justement le couplage de y aux phonons; or, I'effet
de ce couplage sur €j est a prioriloin d’étre négligeable au voisinage d'une instabilité de y, en
particulier subsonique du premier ordre, comme le montre la référence [23]. Dans ce contexte,
une vérification expérimentale dans un gaz d’atomes froids fermioniques, a notre connaissance
jamais effectuée, serait la bienvenue.

0% crivons le second membre de (12) sous la forme AE = ¢1Q + ¢2Q%/2 + c3Q%/3. Sur la ligne de déstabilisation
sonique, on a simplement ¢; = 0. Sur la ligne de déstabilisation du premier ordre, il existe Q. tel que AE(Q.) =
dAE(Qc)/dQ =0, comme le suggere la Figure 1b1, c’est-a-dire que le discriminant du polyndme de degré 3 en Q s’annule,
(c1 cz/2)2 —(4/3)c3 ci’ =0; on trouve Q; = —3c2/4c3, qui doit étre >0, ce qui impose 5k < 0.
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Poids spectral non nul. Pour que y soit véritablement une quasi-particule stable au vecteur
d’onde k, il ne suffit pas que son énergie ¢ soit au bord inférieur du continuum d’énergie auquel
elle est couplée par émission de phonons. Il faut aussi qu’elle soit une quasi-particule, c’est-a-
dire qu’elle ait un poids spectral non nul. Mathématiquement, ceci signifie que son propagateur
retardé, considéré comme une fonction de 1'énergie complexe z, a un résidu Z non nul en
I'énergie propre z = €. A 'ordre dominant en le couplage V(m, entre y et les phonons ¢, le
propagateur est donné par le diagramme a une boucle de la Figure 3a:

une boucle 1

o _ [ g K:q,yk-qTpylyk)*
q

<A 3 0.0
k @m) z=(hwg +€,” )

:k)

(14)

(y:

Z—€

Le hamiltonien complet H et I'opérateur potentiel d’interaction VW sont donnés par I’équation
(20) de la section suivante et par leurs éléments de matrice volumiques dans ’Annexe A, dans
une théorie effective de basse énergie en principe exacte dans la limite des faibles nombres
d’onde phononiques [24]. e{(o) et hw( sont les énergies nues des excitations et A est une coupure
ultraviolette sur le nombre d’onde des phonons. En dérivant le dénominateur de (14) par rapport
a z, et en remplacant a I’ordre dominant les quantités nues par leur valeur effective, on obtient le
résidu
une boucle 1

2 1+ g [¢:q,rk—qYpy ly2 (15)

<A 213 [ex—(hwq+er_q)1?

Dans cette expression, au dénominateur de I'intégrande, la différence d’énergie ne peut s’annuler
pour q # 0, par stabilité supposée de la quasi-particule y; elle tend linérairement vers zéro
lorsque g — 0. Au numérateur de l'intégrande, 1'élément de matrice de ‘74)}’ tend vers zéro
comme g'/2, voir les équations (A.5) et (A.7) de I'’Annexe A. C’est une propriété robuste : elle
traduit simplement le fait que y se couple directement aux fluctuations quantiques de densité
du superfluide, qui sont d’amplitude volumique (pg/2mc)"’?> dans le mode de phonon de
vecteur d’onde q (p est la densité moyenne), comme le prédit 'hydrodynamique quantique [24].
Lintégrale dans (15) est donc convergente. Ainsi, a 'ordre considéré, dans un gaz superfluide de
fermions en dimension 3, la théorie effective de Landau et Khalatnikov exclut toute suppression
du poids spectral de la quasi-particule fermionique par singularité infrarouge, quelle que soit la
valeur de la longueur de diffusion @ ou de la force des interactions.'! Ceci contredit directement
et, nous semble-t-il, réfute les conclusions de la référence [25], qui s’appuie sur un calcul lui aussi
a une boucle, mais dans un modeéle microscopique.'?

Pour étre complet, donnons brievement les prédictions du résultat perturbatif (15) sur le
comportement du résidu au voisinage du seuil d’instabilité k = k. de la quasi-particule y (du
coté stable). Dans le cas de I'instabilité sonique (v, |/c = 1), il faut désormais développer la
différence d’énergie au dénominateur de l'intégrande autour de q = 0 un cran plus loin, au
second ordre en ¢;'3 aucune divergence infrarouge n’apparait dans I'intégrale méme pour k = k.,

par exemple, méme dans la limite CBE kpa — 0% et pour k — 0, 'équation (15) prédit une correction finie
1 - Z = mch?/hp.

12Méme si les auteurs ne le disent pas explicitement, leur approche prédit une divergence o< g~ "'~ de I'élément
de matrice du couplage ¢ —y, comme le montre I'intégration explicite de leurs équations (9) et (10) sur la fréquence
de Matsubara, c’est-a-dire sur la composante énergie de leur quadrivecteur P. Lintégrale dans notre équation (15)
présenterait effectivement, dans ce cas, une divergence infrarouge logarithmique.

130n prend au dénominateur €k—q + iwg —ex = Reqll — ueg + (q/20)[(1 - w )ek +u ekk]}, en antICIpant sur les

1/2

notations (41). Si ex — +1, 'intégrale sur u = cos (k, q) @) est dominée par u = +1 et 'on peut approximer 1 par 1, 1 - u? par
2(1F w), et le facteur (u + ep)2 au numérateur par (1 + ep)z.
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FiGure 3. Diagrammes utiles issus de l'interaction entre quasi-particule y (ligne droite
ou courbe) et phonons (ligne ondulée). (a) Contribution a une boucle au propagateur
de la quasi-particule vy, voir 'équation (14). (b) Contributions a 'amplitude de diffusion
l¢p:qy:k) — |¢:q,y: k') dun phonon sur la quasi-particule y a 'ordre dominant en
température (q,q' = O(T) — 0, k fixé); la numérotation de (b1) a (b5) correspond, dans
cet ordre, aux termes J; a 95 de 'équation (23). (c) Exemples de diagrammes infinis
d’ordre trois en l'interaction dans la série perturbative de I’amplitude de diffusion (23) entre
états nus; comme le montre un calcul explicite, ils n’apparaissent pas dans I'amplitude de
diffusion (31) entre états asymptotiques exacts.

le poids spectral n’est pas supprimé mais présente seulement, en fonction de k, une singularité
en (1 —|vgl/c)In(1 —|vgl/c). Dans le cas de 'instabilité subsonique (déstabilisation du premier
ordre), en la supposant due, pour rester dans le cadre de I'approximation (15), a I’émission d’'un
seul phonon de vecteur d’onde Qq(k) # 0 dans la partie linéaire de la branche acoustique (cas
weff(Qo) = wq, = cQo), l'intégrale est maintenant dominée par les vecteurs d’'onde q proches
de Qp(k) # 0, ou la différence d’énergie s’annule au seuil de I'instabilité (voir la Figure 1bl);
en développant au dénominateur la différence d’énergie au second ordre en q — Qp (k) autour
de Qg k), et en approximant le numérateur de I'intégrande par sa valeur o Qg (k) en q = Qo (k),
on trouve cette fois-ci qu'il y a une suppression du poids spectral de la quasi-particule au
seuil de I'instabilité : lorsque k — ke, la valeur de I'intégrale diverge comme |AE(Qq(k))|"/2
et le résidu 7 tend vers zéro comme |AE (Qg(k))lll 2. Ces prédictions, sous cette forme, sont
en accord avec I'étude plus avancée, non perturbative, de la référence [23] sur la fonction
de Green d'une excitation élémentaire prés de son seuil d’instabilité dans un gaz de bosons
(méme si cette référence met I'accent sur la relation de dispersion de I'excitation, pas sur son
poids spectral).'®

MDans le cas général, Qq (k) et k sont colinéaires, voir la note 6. On prend alors €k-q+ hwq —ex = Cp+Ap[l— (6Aq-
Qo ))216¢)% + B (8q- Qo k)2 (8 9)? avec 5q = q— Qg k), Q = Q/Q la direction du vecteur Q, Ay = (1/2K)(de./dk)| ok +
(1/2Qo (kN (dwq/dq)l g=qq (k) Bie = 1/2) (@€ /dk?) =g +(1/12)1(d% w4 /dG?)] = (k) Ck = AEQo(K)) et K = [k—Qo ()]
Alors que Ay et B ont une limite finie >0 lorsque k — k¢, Cy tend linéairement vers zéro.

15gn y regardant de plus pres dans le cas subsonique, AE(Qq(k)) tend vers zéro comme |k — k¢| pour une relation
de dispersion €. préexistant au couplage aux phonons (comme celle de champ moyen (9)) et comme (k — k¢)? pour la
relation de dispersion vraie de la référence [23] (qui tient compte de maniére autocohérente du couplage aux phonons).
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Emission de paires brisées. Notre discussion de stabilité précédente ne tient compte que de
I'émission de phonons. Dans un gaz de fermions appariés, elle néglige le fait que la quasi-
particule fermionique y initiale puisse, par collision avec des paires liées, en briser une ou
plusieurs, disons un nombre s, si elle posséde une énergie suffisante. Dans ce cas, I’état final
contient n phonons et 2s+1 quasi-particules fermioniques, en incluant la quasi-particule initiale
qui areculé, et 'expression (4) du changement d’énergie doit étre généralisée comme suit :

2s n
AE =6yl -2, a F (,Zlekj) + (Zl ﬁwqi) ek (16)
Jj= i=

Montrons cependant que I'émission de paires brisées ne change pas la carte de stabilité BCS de la
Figure 2. Supposons en effet que s = 1. Comme ¢y = A, et fiwgq = 0 pour tous les vecteurs d’onde,
nous disposons de la minoration

AES?0 > 37, — ¢ (17)

Il ne peut donc y avoir instabilité par émission de paires brisées que si €x > 3A.. On vérifie
cependant que, dans le cadre de la théorie BCS, la zone € > 3A, est incluse strictement dans
la zone instable par émission de phonons.'® Pour étre complet, nous calculons et représentons
en tireté noir sur la Figure 2 la ligne de déstabilisation par émission d'une paire brisée (s =1 et
n =0 dans I'équation (16)); elle se réduit sur la Figure 2a (1 > 0) a € = 3A car k est <3k, et sur la
Figure 2b (1 < 0) a e = 3€ek/3 car k — €y est croissante convexe.

3. Amplitude de diffusion de la quasi-particule y sur un phonon de basse énergie

Dans le probléme qui nous intéresse, la quasi-particule y, a un vecteur d’onde initial k assurant
sa stabilité a température nulle au sens de la Section 2, est plongée dans le gaz de phonons du
superfluide 4 la température non nulle mais trés basse T, en particulier kg T < mc?,A,. La quasi-
particule y ne peut absorber des phonons en conservant I'énergie-impulsion, puisque sa vitesse
de groupe vy est subsonique. Pour le voir, il suffit de développer la variation d’énergie apres
absorption de n phonons de vecteurs d’onde q; au premier ordre en les g; = O(kp T/ ic) :

n n va .
AEabs = €ksyn g~ (ek +2 ﬁwq,-) ~=Y heqi(1- 7k-qi) <0 (18)
i=1 i=1

ot1 I'on a introduit les directions des vecteurs d’onde k = k/k et q; = q;/¢;. En revanche, rien
n‘empéche que la quasi-particule y diffuse des phonons, c’est-a-dire en absorbe et réémette
un certain nombre non nul. A basse température, le processus dominant est la diffusion d’'un
phonon,

ly:k¢:q)—ly:K,¢:q') avec kK'=k+q-q'etq #q (19)

18pour > 0, on vérifie d’abord sur la Figure 2a que la ligne €x =3A, Cest-a-dire A = |12 k?/2m - ul/V/8, est en dessous
des lignes d’instabilité CSA et vy = c [le seul cas d’incertitude est la limite k/k;, — 0, ou la ligne tiretée semble rejoindre
la ligne verte en A/ = 1/v/8; 1a chaine d’inégalités AEiSn:fO(k) SA+IO| gk — € S3A—€p < AE®S79 permet de conclure,
la premiére inégalité venant du choix n =1 et q; = (1 - ko/k)k dans I'équation (4), la seconde de fiwq < 2A sur tout le
domaine d’existence de la branche acoustique [20, 22] et la troisieme de I’équation (17)]. Puis on le vérifie hors du cadre
de la figure, en utilisant en particulier I'équivalent donné dans la note 9. Pour i < 0, on vérifie numériquement que vy > ¢
sur la ligne ey = 3(A% + ) 172 ce qui est évident dans la limite CBE p — —oo, et dans la limite 4 — 0~ compte tenu de la
meéme note 9.
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dont il faut maintenant calculer 'amplitude de probabilité sur la couche d’énergie dans la limite
q, q/ - 0.17

Le hamiltonien. Pour cela, nous partons du hamiltonien effectif A de basse énergie obtenu par
I'hydrodynamique quantique pour la partie phononique et par une approximation d’homogé-
néité locale, valable dans la limite quasi-classique (3), pour le couplage entre phonons et quasi-
particule y, dans le volume de quantification avec conditions aux limites périodiques [0, L)3 dont
on fera tendre la taille vers I'infini [3, 4, 24, 26] :

g<A A
L Hy=Ey+ Y howlblbg+Y eP7! 1
H=Hy+V avec é) 4 T %" kK (20)

V=V¢¢+V¢y et V¢y=H§pY+PIfY

Contentons-nous ici d’en décrire qualitativement les différentes contributions, puisque leurs
expressions explicites sont données ailleurs (en particulier dans I’Annexe A) :

- Le hamiltonien sans interaction Hy est quadratique en les opérateurs de création et d’an-
nihilation BII et Z)q d’un phonon de vecteur d’onde q, ﬁ( et 7 d'une quasi-particule y de
vecteur d’onde k, opérateurs obéissant aux habituelles relations de commutation boso-
niques pour les phonons, et d’anticommutation fermioniques pour la quasi-particule y
d’un superfluide de fermions, par exemple [Eq, i)zl,] = 6q,q/. 11 fait intervenir les énergies

propres nues hwflo) et ef(o) des quasi-particules, qui seront déplacées par I'effet des inter-
actions pour donner les énergies propres vraies ou effectives fiwg et €. Il comporte une
coupure A sur le nombre d’onde des phonons empéchant une divergence ultraviolette
de ces déplacements d’énergie; c’est inévitable dans une théorie effective de basse éner-
gie, qui ne sait pas décrire I'effet des interactions aux grands nombres d’onde. Le choix
de la coupure le plus simple ici est A = AkgT/Fic, avec une constante A > 1; une fois
I'amplitude de diffusion ¢ — y calculée a 'ordre dominant en température, on peut faire
tendre A vers +oo sans déclencher de divergence, comme nous le verrons.

— Le hamiltonien d’interaction V se compose de 'opérateur d’interaction entre phonons,
noté V(M,, et de 'opérateur d’interaction entre phonons et quasi-particule y, noté V(m,
Nous omettons ici 'opérateur d’interaction Vw entre quasi-particules y, puisqu’ily en a
une seule dans le systeme.'8

- Linteraction entre phonons résulte a 'ordre dominant de processus a 3 corps, de type
b'b' b (décroissance ala Beliaev d"un phonon en deux phonons) ou b' bb (recombinaison
ala Landau de deux phonons en un), qui peuvent €tre résonnants (conserver I'énergie-
impulsion) si la branche acoustique est de départ convexe, ou encore de type bbbt
ou bbb, jamais résonnants. Paradoxalement, les interactions bbb et b'b'b entre pho-
nons contribuent a I'amplitude de diffusion ¢p—y a I'ordre dominant [3]; leur omission
malheureuse dans la référence [4] a fait I'objet de la rectification [18]. Aux ordres sous-
dominants, V¢¢ comporte des processus a 4 corps [24,26], a 5 corps [28, 29], etc, que

170n peut se demander pourquoi y ne pourrait pas diffuser un phonon incident de vecteur d’onde infinitésimal q
dans un mode de vecteur d’onde non infinitésimal q'. Cependant, si tel était le cas, q' aurait une limite q6 non nulle
lorsque q — 0 et le processus |y : k) — |y : k— q6,¢ : q(’)> conserverait I'énergie, en contradiction avec I'hypothése de
stabilité de la quasi-particule y.

18Dans une théorie microscopique du gaz de fermions, il en irait autrement, 'interaction effective ¢—y apparaissant
comme un sous-diagramme d’une interaction y—y ne conservant pas le nombre total de quasi-particules y (si ce n’est
modulo 2) [27].
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I'hydrodynamique quantique permet en principe de décrire, '

role dans notre probléme.

- Linteraction de la quasi-particule y avec les phonons consiste a I'ordre dominant en un
processus d’absorption b7'§ ou d’émission h'j'y d’'un phonon; ces termes étant cu-
biques en les opérateurs de création et d’annihilation, nous les rangeons dans Hg) YA
I'ordre sous-dominant, elle comporte la diffusion directe d'un phonon bt 15)7*)?, I'absorp-
tion directe de 2 phonons (absorption double) EB)“/W et le processus inverse d’émission
double bt BWW, contributions quartiques toutes rangées dans ﬁffy. Il ne sera pas utile ici
d’aller au-dela, ce que I'approche de la référence [4] telle quelle ne permettrait d’ailleurs
pas de faire (voir notre note 19).

— Les éléments de matrice de V¢¢ dans 'hydrodynamique quantique ne dépendent que
de I'équation d’état du gaz a température nulle, c’est-a-dire du potentiel chimique pu(p)
considéré comme une fonction de la densité p dans I’état fondamental, et de ses dérivées
par rapport a p alongueur de diffusion a entre atomes fixée.?’ Les éléments de matrice de
thy déduits de 'homogénéité locale dépendent de la relation de dispersion de la quasi-
particule y et de ses dérivées premiere et seconde par rapport a p a vecteur d’'onde k et
longueur de diffusion a fixés.

mais qui ne jouent pas de

La matrice S habituelle. Calculons 'amplitude de diffusion ¢»—y comme I’amplitude de probabi-
lité de transition entre 1'état initial [i) = |y : k,¢ : q) et I'état final |f) = |y : K, ¢ : q') comme dans
I'équation (19), par la méthode de la matrice S (Section Byy;.1 de la référence [33]), c’est-a-dire
dans la limite d'un temps d’évolution infini. Les états asymptotiques étant pris comme des états
propres de Hy, la transition n’est autorisée que si elle conserve I'énergie correspondante, c’est-a-
dire la somme des énergies nues :

0) — .(0) ) _ (0) — .(0) 0)
E =¢ t+thoy =E =€, +hwq, 21

Lamplitude de transition est donnée alors par I’élément de matrice de 'opérateur T'(z) entre |i)
et |f) sur la couche d’énergie, c’est-a-dire pour z = Ei(o) +in,n—0":

AD = {1V + V@; Vi) (22)

E“+in—-H

A l'ordre dominant a basse température (q,q' = O(T) — 0 a k fixé), une analyse générale
de la série perturbative en V du résultat (22), exposée dans '’Annexe A et sur laquelle nous
reviendrons, suggere que 1'on puisse se limiter a 'ordre deux en V, c’est-a-dire remplacer H par
Hy au dénominateur de I'équation (22). On élimine ensuite les contributions sous-dominantes
restantes, comme |'explique ’Annexe A, pour obtenir :

AY = T+ T+ T3+ Ti+ T (23)
avec
Ti= L3 q,y:KI# 1p:q7: K 24)
5 ((/):q’,y:k’le]f;byly:k+q)(y:k+q|f£§byl¢:q,y:k)
Ja=1L 0, .0 __0 (25)
hwfl) +e{() —el((lq

197] faudrait alors, pour étre cohérent, tenir compte de corrections dites « du gradient » dans les termes d’ordre
inférieur, au sens par exemple des références [30,31], comme il est fait dans la Section V.D de la référence [26].

20Tant que I'on ne s'est pas affranchi de la coupure A, il faut prendre 'équation d’état nue dans les éléments de
matrice [32].
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= (y:k’l%fﬂ(/):q,y:k—q’)((/):q’,y:k—q’liffyly:k)

I3 = (26)
0) 0 (0
€ —ha)q, ~Eg

LKA 9 a-q,y K qL d q—q 1 Vpgld Q)
Ta=1 27)
hw(O] _ hw(O) _ hw(O)

q q-q' q

g = [ @:q1Vppld:q -q.¢: @b q —q,7: K74 |y : K -

I5 = O _ 0 _p O (28)
k K q-q

Les termes successifs au second membre de (23) sont représentés par les diagrammes (bl) a
(b5) de la Figure 3, et les éléments de matrice volumiques au numérateur sont donnés par les
équations (A.4), (A.5) et (A.6) de '’Annexe A, parfois a une conjugaison hermitienne preés; dans le
dernier terme, on a utilisé le fait que k—k’ = q'—q. Les énergies propres nues different des énergies
effectives par des termes en O(T2) comme le montre la théorie des perturbations ordinaire;?! or,
al’ordre dominant pour Ag, qui est d’ordre un en T, il suffit de développer les numérateurs et les
dénominateurs du deuxiéme et du troisieme terme de (23) jusqu’a 'ordre relatif sous-dominant
T c'est-a-dire jusqu’a 'ordre T2, le reste pouvant étre écrit directement a I'ordre dominant.??
On peut donc remplacer les énergies nues par les énergies effectives dans les dénominateurs
d’énergie et les éléments de matrice de (23), ainsi que dans la conservation de I'énergie (21), ce
qui redonne exactement |'expression (3) de la référence [18].

Notre calcul par matrice S n'est cependant pas pleinement convaincant. Lanalyse générale
de '’Annexe A mentionnée plus haut passe sous silence I'existence, aux ordres en V supérieurs
ou égaux a trois, de diagrammes infinis (et non pas divergents). Dans ces diagrammes, I'un des
dénominateurs d’énergie, donnant la différence entre Ei(o) = Ef(o) et 'énergie de I'état intermé-
diaire, vaut exactement zéro, et pas sur un ensemble de mesure nulle.?> Ce phénomene se pro-
duit chaque fois que I'état intermédiaire repasse par I’état initial |i) ou passe de maniére antici-
pée par I'état final |f). Des exemples en sont donnés sur la Figure 3c, 4 'ordre trois en V. De plus,
comme nous le verrons, dans la limite d'une vitesse de groupe nulle v — 0, notre amplitude de
diffusion (23) n'est méme pas en accord avec celle de la référence [3], ce qui nous incite a un
surcroit de rigueur.

Ftats asymptotiques exacts. Lapparition catastrophique de termes infinis dans la série pertur-
bative de I'amplitude (22) est un phénomeéne connu en théorie quantique des champs et n’a rien
de surprenant. En effet, 'expression de la matrice S a I'origine des relations (21), (22) provient de
la mécanique quantique ordinaire, o le nombre total de particules est une quantité conservée,
comme dans la collision de deux atomes.

Ici, en revanche, le hamiltonien A conserve le nombre de quasi-particules y, mais pas le
nombre de phonons. La quasi-particule y ne cesse en fait jamais d’interagir avec le champ

2le déplacement d’énergie be d’'une quasi-particule y seule ou i6wq d’'un phonon seul est non nul a partir
de l'ordre 2 en V. A cet ordre, il se déduit donc d’'un diagramme 2 une boucle comme sur la Figure 3a. De I'équa-
tion (14), nous tirons dey = fq<A(d3q/(2ﬂ)3)((|(d) : q,y:k—qIV(py\y:k)lz)/(el((O) +in— (hwg)) +E{(0_]q))); le numérateur et
le dénominateur de l'intégrande sont d’ordre 7, comme la coupure A, donc 6¢ est d’ordre T3. De méme, h&uq ~
Jyen@q 1203 (P ¢ q—q Vgl @1212)1 () +in - (hwf]o,] + hwg’jq,))); le numérateur est ~qq'|q—q'| et le
dénominateur se développe grace a I'équation (1) en gardant le terme de courbure au voisinage de I’angle nul entre q’
et q, ce qui donne Rehwq ~T3InT et, si Yo > 0, une partie imaginaire non nulle Imhw&o) ~ T3,

22pp effet, les contributions du deuxiéme et du troisieme terme se compensent exactement a leur ordre dominant TO,
alors que celles des trois autres termes sont immédiatement d’ordre T.

23j Je dénominateur d’énergie s'annulait 2 I'intérieur d’une intégrale sur le vecteur d’onde d’un phonon interne, le
décalage imaginaire pur infinitésimal +in de Ei(o) donnerait une intégrale finie au sens des distributions.
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phononique, méme aux instants infiniment antérieurs ou infiniment ultérieurs a sa collision avec
le phonon incident, en émettant et réabsorbant des phonons virtuels ou captifs, que la conser-
vation de I'énergie-impulsion empéche de partir a I'infini. Les bons états asymptotiques de la
quasi-particule y a considérer dans la théorie de la diffusion sont donc ses états stationnaires
vrais ||y : k) et |y : k') d’énergies propres ¢y et €}, habillés de phonons captifs, plutét que les
états nus |y : k) = ?leide) etly:k') = ﬁ(,lvide) non stationnaires.2* De méme, le phonon inci-
dent |¢: q) ou émergent [¢: q) ne cesse jamais d’interagir avec le champ phononique; il peut se
désintégrer virtuellement en deux phonons, qui peuvent continuer a se désintégrer en paires de
phonons ou au contraire se recombiner pour redonner le phonon initial, etc. Ces processus sont
non résonnants, et les phonons créés sont virtuels si la branche acoustique est de départ concave
[Ye < 0 dans I'équation (1)]; on construit ainsi, comme dans la note 24, les états stationnaires
vrais ¢ : q) et ll¢: q'), d’énergies propres hwq et hwqr, habillés de phonons captifs et a utiliser
comme bons états asymptotiques. Le cas convexe est d’'une autre nature, puisque |¢p:q) et|¢p:q')
sont instables et peuvent se désintégrer réellement en phonons partant a I'infini; comme il est
montré dans ’Annexe A, nous sommes sauvé par la lenteur (taux zq5) de cette décroissance,
ce qui permet formellement de I'ignorer dans le calcul de 'amplitude de diffusion ¢—y a 'ordre
dominant.

11 faut donc reprendre la construction de la matrice S en utilisant comme états initial et final
les états asymptotiques exacts>>

Iy =Bglly:k) et [f)=B}lly:K) (29)

ol E; est opérateur de création d’'un phonon habillé |¢ : q) de vecteur d’'onde q.%% A la limite
d’'un temps d’évolution infini, la transition se produit sur la couche d’énergie exacte (plutot
que nue)

Ej = e+ hwq = B = e + Mg (30)

24pour donner une définition précise de |y : k), considérons le sous-espace & engendré par action répétée du
hamiltonien d’interaction V sur le vecteur |y : k), c’est-a-dire sur une quasi-particule y nue en présence du vide de
phonons. &y est ainsi la superposition d’états a nombre et vecteurs d’onde quelconques de phonons, en présence d'une
quasi-particule y nue ayant reculé. Il est stable sous 'action du hamiltonien complet H. Sous la condition de stabilité
acoustique énoncée apres I'équation (6), on s’attend a ce que H admette dans & un seul niveau d’énergie discret ey,
associé a I'état fondamental ||y : k), et situé au bord inférieur d'un continuum d’énergies propres. € est le pole du
propagateur exact au premier membre de I’équation (14); le résidu associé donne le poids de la quasi-particule nue
dans la quasi-particule habillée, Zy = [(y : k| ||y : k) 12, et doit étre >0.

25Contrairement au cas de la diffusion résonnante d’un photon par un atome a deux niveaux initialement dans I’état
fondamental, dont la série perturbative présente un dénominateur d’énergie nul chaque fois que I'atome passe dans
I'état excité en présence du vide de rayonnement [33], on ne peut pas guérir la matrice S naive (22) en renormalisant
par exemple le propagateur de la quasi-particule y incidente par resommation des diagrammes a n boucles disjointes
(bulles) dont la Figure 3cl représente le cas n = 1 (la boucle en question est celle de la Figure 3a). Le développement
en bulles a I'énergie complexe z fait apparaitre une série géométrique de raison Aey(z — hwflo))/ (z— Ei(o)) oll Aey(2) est
la fonction déplacement d’énergie propre de y a 'ordre deux en V(PY (pour L = +oo, c’est I'intégrale au dénominateur
de (14)). La resommation des bulles dans I'état initial |y : k) transforme donc I'amplitude du diagramme de la Figure 3b1
en ((z— Ei(o))/(z - Ei(o) —Aeg(z— hw((lo))))L_3(¢ :q,y: k’ljffy\(p :q,7 : k), ce qui donne zéro sil’on fait tendre z vers Ei(o)
comme le prescrit I'équation (22), ou l'infini si I'on fait tendre heuristiquement z vers Ej écrit a 'ordre deux en Viy.
Une resommation des bulles sur la couche d’énergie a la fois dans I'état final et dans I'état final de y conduit a la méme
conclusion.

26pour simplifier, nous limitons ici le hamiltonien d’interaction entre phonons V(b(b aux termes de Beliaev bThT b et
de Landau b'bb, comme dans I'équation (A.1), si bien que le vide de phonons est stationnaire. Ce ne serait pas le cas si
I'on gardait les termes non résonnants bTHthT et i?l;fj; il faudrait alors construire un vide habillé |[vide) sur lequel faire
agir B:.rl et E:;,.
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avec 'amplitude de probabilité

N N R ~ PN o 1
Ag = (y : K| By ([Vpy, Bl +A3)||y:k>+<y:k’||([Bq,,v¢y1+Aqom([v¢y, 1+ADIy k)
i

(31)
Il nous a fallu introduire I'opérateur

Ay =[Hpg, By ~hwqBl, avec Hyy= gohw“”i;géqnm (32)
q

Ici H(bqb est la partie purement phononique du hamiltonien complet H et le facteur wq est bien
la pulsation propre exacte, pas la pulsation nue. Contrairement aux apparences, Ag n'est pas

nul, méme si son action sur le vide de phonons donne zéro, Al |vide) = 0 (voir cependant la
note 26). Le calcul conduisant a 'expression (31), détaillé dans ’Annexe A, reprend celui de
la diffusion photon-atome dans les Sections Byy;.2 et Byp.3 de la référence [33], et le généralise
en habillant I'état asymptotique du photon (autant dire, du phonon) et pas seulement celui de
I'atome (autant dire, de la quasi-particule y). Il est facile de se convaincre que la série perturbative
de 'expression (31) ne comporte plus de diagrammes infinis. Comme les parties habillées des
états asymptotiques diluent les parties nues dans un continuum, elles ne peuvent conduire
a un risque de dénominateur nul (sauf sur un ensemble de mesure nulle) et 'on peut, pour
comprendre ce qui se passe, se focaliser sur la contribution a Ag des parties nues |¢p: q) et |¢p: q'),
ly:kyetly:k'):

. " R " " R 1 R "

Aplbees” = (L2 ZgZM? (y:k’lbq/[VM,b(;]Iy:k)+<y:k’|[bq/,V¢Y]—E i FI[VM,bfl]Iy:k)
i —

(33)

ou les résidus de quasi-particule Z, Zi, Zq et Zy sont les poids des états nus dans les états
habillés, si bien que BTlgif:le = Z1'?b{, par exemple. La présence de commutateurs dans I'équa-
tion (33) force I'absorption du phonon incident q comme premier événement et I'émission du
phonon q' comme dernier événement. En effet, seuls les termes de V(m, contenant au moins un
facteur Bq (IB:;,) peuvent donner une contribution non nulle au commutateur avec B}; (qu). Mais,
'absorption du phonon q efface la mémoire de I’état initial, et avant émission du phonon ¢’, on
n’'a pas connaissance de I’état final, donc (i) si 'on remplace E; par Ei(o) dans (33), on ne peut pas
avoir de dénominateurs d’énergie nuls dans la série perturbative (sauf a 'intérieur d'une inté-
grale sur un vecteur d’onde de phonon interne), et (ii) si 'on garde la valeur de E;j dans (33), on
ne peut pas avoir de petits dénominateurs (de I'ordre de I'écart O(V?) entre les énergies propres
nues et exactes) qui invalideraient notre développement perturbatif.

Analysons maintenant le résultat (31) a I'ordre dominant. L'analyse générale de ’Annexe A,
qui nous a conduit a limiter (22) a I'ordre deux en V, peut lui étre appliquée. Comme chaque
contribution 2 Ag est au moins d’ordre un en V, il suffit de déterminer I’habillage de la quasi-
particule y et du phonon incident ou émergent au premier ordre de la théorie des perturbations :

1« @:Qy:k-Q2 y:k
ly:k) =ly:k)+—7 | k-Q)+-- (34)
Y v+ ;0 D vin— @ + hol) ¢:Qy:k-Q
!/
. - Y ar A
8= b @:Q.0:Q-QUld:Q o1 a5
213/ Q/#)#Qhw +in-— (hw()+hw() ) ¥ "

Q-Q

Dans 1'écriture (34), nous avons immédiatement négligé la correction due a Hffy, c’est-a-dire
a I'émission double de phonons par y, que ses éléments de matrice d'un ordre plus élevé en
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température et la mise en jeu d'une somme double sur les vecteurs d’'onde des phonons rendent
négligeable devant I'’émission simple. De I'expression (35), nous tirons que 1'opérateur AJ{) est

d’ordre un en V (tout comme le commutateur de Bg ou Eg avec Vg, ), et que son action sur I'état
asymptotique exact ||y : k) est d’ordre deux,

Ajlly k) = 0(V?) (36)

En effet, 'action sur la partie nue de la quasi-particule y donne zéro, Agly : k) =0, puisque AB
est purement phononique et donne zéro sur le vide de phonons. Dans la seconde contribution a
(31), celle contenant la résolvante de H, nous pouvons alors négliger directement tout habillage
des phonAons e’f de la quasi-particule v, c:est-a:dire négliger Afl et Ay, remplacer les opérateurs
habillés BJ; et By par les opérateurs nus bZ; et by, les états habillés ||y : k) et (y : kK'|| par les états

nus |y : k) et (y : K'|, et enfin garder seulement ﬁ;p ” dansl'interaction qu}’ et approximer E;— H par
Ei(o) — HO au dénominateur; nous retrouvons ainsi exactement la contribution 95 de la théorie
naive (23), c’est-a-dire le diagramme absorption-émission non croisé de la Figure 3b2. Dans la
premieére contribution a (31), nous effectuons un développement au second ordre pour obtenir
des expressions directement interprétables :

1ére contribution 4 (31) = ()/:k’qu/[VM, B:;]Iy:k)
+(y: Kby [Iiléby, lAJ];] Iy : kW + Dy k’||i)q/[FI§by, lAJIl]Iy :k)
+(r: KB LAY, by 110 + ¢y : K | by 1AL, B 1y 1Ko
+(y:KIbg Ay 0"+ 37)

ol 38” est le premier écart, ou écart d’ordre un, entre I'opérateur de création d'un phonon
habillé B! et d'un phonon nu BI)’ et|y: k)M estle premier écart, ou écart d’ordre un, entre 1'état
habillé ||y : k) et I'état nu |y : k) de la quasi-particule y. Le premier terme de (37) ne contient
aucun habillage, et redonne exactement le diagramme de diffusion directe 7 de la théorie naive
(23), représenté sur la Figure 3b1l, puisque la composante ﬁ;p " de quy donne zéro au contraire
de I:Iffy. Le deuxiéme terme de (37) tient compte de I'habillage de la quasi-particule y dans I'état
initial et redonne la contribution 973 de la théorie naive, c’est-a-dire le diagramme croisé de la
Figure 3b3; on l'interprete physiquement en disant que le phonon émis q’ était un phonon virtuel
dela quasi-particule y que l'arrivée du phonon q a rendu réel, en lui permettant de partir a 'infini
sans violer la conservation de I'énergie-impulsion. Le troisieme terme de (37) est nul puisque le
commutateur mis en jeu est scalaire vis-a-vis des variables phononiques, ce qui permet a by
d’agir a droite sur le vide de phonons pour donner zéro. Pour la méme raison, au remplacement
pres de 3qr par Bfl}), le quatriéme terme de (37) est nul. Le cinquiéme terme de (37) redonne 973,
représenté par le diagramme de la Figure 3b4 : il correspond a I’absorption par la quasi-particule
Yy d’'un phonon appartenant a une paire de phonons virtuels habillant le phonon incident, I'autre
phonon de la paire étant alors déconfiné et partant a l'infini. Enfin, le sixieme terme de (37)
redonne J5, représenté par le diagramme de la Figure 3b5 : il résulte de la diffusion du phonon
incident sur un phonon du halo habillant la quasi-particule y.%’

27pour mener 2 bien ces calculs, on a besoin seulement, en ce qui concerne I’habillage des phonons, des propriétés
(36) et (¢ : q'IB((lmld) :q' - q) = 0 et de I'expression de B((lmlvide). On peut alors faire comme si B((ll)T = QGg)(hwflo) +
in)V(/,(/,lA):rl, par restriction au sous-espace a 7 < 1 phonon. Ici Q est le projecteur orthogonal sur I'espace 4 un phonon
et Go‘p (2) = (z— Flg) (())_l est la résolvante du hamiltonien des phonons seuls sans interaction. On donne aussi AT =
L1732 Yqlp:a,¢:4 —alVpple: q’)lAJ:;, Bq/_q.
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A l'ordre dominant a basse température, q,q' = O(T),T — 0, il y a donc accord parfait
entre 'amplitude de diffusion phonon-y (22) prédite par la théorie de la mécanique quantique
ordinaire et celle (31) de la théorie des champs a états asymptotiques exacts, les deux conduisant
a lexpression (23), qui reproduit celle de la référence [18] aprés remplacement (légitime a cet
ordre, comme nous 'avons vu) des énergies propres nues par les énergies propres effectives. Par
conséquent, notre désaccord avec I’amplitude de diffusion de la référence [3] pour une quasi-
particule y de vitesse de groupe vi nulle, soulevé par la référence [18] et en contradiction avec la
note 8 hative de cette méme référence [3], persiste et reste inexpliqué.

Résultat final a 'ordre g. Notre calcul de 'amplitude de diffusion ¢—y s’appuie sur le hamil-
tonien effectif « hydrodynamique » de basse énergie (20) et n’est valable qu’a I'ordre dominant
en g. Il est donc inutile de garder une dépendance a tous les ordres en g dans les dénomina-
teurs d’énergie et dans les éléments de matrice au numérateur des différents termes de 1'expres-
sion (23). Nous passons alors a la limite g — a vecteur d’onde k de la quasi-particule y fixé, sans
supposer (comme 'ont fait les références [3, 4]) que sa vitesse vy tend vers zéro; un calcul un
peu long mais sans difficulté particuliere donne ainsi sur la couche d’énergie le résultat a notre

connaissance original :?
s hicq (1—ueg \'? Kkfixé 1—uey
A=y kp:q—y:K,p: 'k@‘e—(—) Ri(u,u',w) avec ¢ = ———q+0(q*
i=y:kprq=y:k¢:q) = o \1—wer k( ) T o 1-we? @)
§38)
Nous avons di introduire quelques notations : 'amplitude de transition volumique <5 = L” Ag

(c’est-a-dire pour un volume de quantification unité), les cosinus des angles entre les trois
vecteurs q, q' et k (de directions § = q/ g, etc),

u=q-k u=q"k w=q4q 39)

I’expression sans dimension fonction symétrique de u et u/, appelée amplitude de diffusion
réduite,

1+4
w+—5"

Rip(u,u',w) =

— der—we,—ep(l+erey)(u—u)?
ch{ X o — ex( kep)( )

A-uep)1—u'e)(1-w)

(u+ep) (W' +ep)lex(w—uu') + ut' e ] + (u+ep) (1 - u'ep) (w+ ueyr) + (U +ep) (1 — uep) (w+ ' ey)
(A —uep)1—u'ey)
(40)

et les parametres physiques sans dimension tirés du potentiel chimique p(p) du superfluide a
température nulle, de la relation de dispersion €x(p) de la quasi-particule y et de leurs dérivées

28 a Jourdeur du calcul vient du fait que les termes 9% et I3 sont d’ordre g° et se compensent dans la somme (23) a
I'ordre dominant, ce qui oblige a développer leur numérateur et leur dénominateur jusqu’a I'ordre sous-dominant, c’est-
a-dire avec une erreur relative O(q?) et absolue O(g3) [4]. On aboutit 4 une simplification notable par un paramétrage
plus symétrique des vecteurs d’'onde entrants et sortants, en développant 'amplitude «/(y : k- ((q—q)/2),¢p: q— 7:
k+((q—-q')/2),¢:q") a k fixé, qui reste équivalente a 'amplitude originelle a 'ordre g. On peut ainsi se ramener a des
expressions a développer paires ou impaires en q ou ¢/, par exemple au dénominateur d’énergie fiwg + €} +((q'-q)/2) ~
€kt ((q'+q)/2) de 97, ce qui annule automatiquement I'ordre impair ou pair. En particulier, 'expression de g’ en fonction
de g sur la couche d’énergie donnée dans I’équation (38) présente maintenant, telle quelle, I’erreur sous-sous-dominante
0(43) requise. Il faut aussi penser a remplacer €k; ~ €k, Par hwq/ — hwq au dénominateur de J5. On remarque alors qu’'a
I'ordre dominant, I'on passe de 93 a 95 en changeant |q— q’ | en —|q— q’l; a cet ordre, 94 + J5 est en fait une fraction
rationnelle en |q —q'|2, ce qui permet de faire disparaitre la racine carrée contenue dans |q—q'|.
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par rapport au nombre d’onde k de la quasi-particule ou a la densité p du superfluide (a potentiel
d’interaction fixé entre les atomes de masse m du superfluide) :

v 1 Oy p Ock 0% 0%ey pd?uidp?  _dinc
ep=—=7T——- ep:—— epp:——z A,: =2 -
¢ Thic 0k nkc 0p nkc op du/dp dlnp 41
kovy Kk 8% ov #%e
ekk:__k . bk _P£ 27k ex=epp—Aep

c ok nhcokz P*TCap  ncopok

Nous avons relié la quantité A, un peu a part car seule a ne pas dépendre du nombre d’onde
k, au parametre de Griineisen dIln c¢/dIn p au moyen de la relation hydrodynamique exacte sur la
vitesse du son, mc? = pdu/dp. La quantité epp N'est qu'un intermédiaire de calcul et ne contribue
al’amplitude de diffusion qu’'au travers de e ; elle n”’apparaitra guere dans la suite. Contrairement
aux apparences, la fonction Ry donc I'amplitude de diffusion n’ont pas de divergence en w =1,
compte tenu de I'inégalité (u—u')? = [k- (G- §)1% < (@-q)? = 2(1 — w). A partir de I'expression
(38), il est aisé de vérifier que notre amplitude de diffusion obéit bien a I'ordre dominant en g au
principe de microréversibilité sur la couche d’énergie

Ay:ko:q—y:K,¢0:q)=Ly:K,¢p:qd - 7v:kp:q) (42)

compte tenu du lien entre g et g’ qui y existe et de 'invariance de la fonction Ry sous 'échange
deuetu.

A vitesse nulle. La fonction Ry se simplifie beaucoup dans la limite d'une quasi-particule y de
vitesse de groupe nulle. Le calcul est simple : on utilise le développement (2) de la relation de
dispersion de y au voisinage d'un extrémum a l'ordre deux pour calculer le comportement des
quantités (41) dans cette limite. Il faut tenir compte du fait que les coefficients A., ko et m.
dans I'équation (2) dépendent de la densité p, et séparer les cas ko(p) > 0 et ko(p) = 0. (i) Si
ko(p) > 0, seul le coefficient ey a prioritend vers zéro lorsque k tend vers ky; les limites des autres
coefficients sont repérées par un tilde :

k>0 hk—=Ko) k>0 . _ p dAs k>0 p* [d*A.  dPu/dp® dAs . n? (%)2
kk——ko My C pkalq, p_hcko dp xk~k0 x_hcko dp? du/dp dp  ms« \ dp
o K030 ko k>0 ph dko
ke e T e PR PR T e dp
(43)

et'on obtient 'amplitude de diffusion réduite en k = kjy en accord avec la référence [18] mais pas
avec [3] :
Ri(u,u', w) :if»ko % [(u+u' +ep)w+ex+eppulu+ey) +eprt (U +8,) + eeun (u+8,) (' +&,)|

' (44)
Dans le probleme du gaz de fermions qui nous intéresse, ceci correspond a un potentiel chimique
(1 strictement positif dans la relation de dispersion BCS (9), considérée au voisinage de son
minimum. (ii) Si ky(p) = 0, les coefficients ey, exy et epk tendent linéairement vers zéro lorsque
k — ko, et les autres divergent comme 1/k, avec des coefficients repérés par un accent tcheque
dont il faut garder trace :

o, k=0 nk Bk k=0, p dA. hke ko=0 . p? (d?A,  d?u/dp? dA.

me? 0P " m dp me T im0 T m2\"dp? ~ duidp dp

k—0 MyC -
(45)

ko=0 hk ko=0 hkp dm,
ek ~ ek ~ ——
k—0 myc k-0 m4ic dp
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pour écrire le résultat final, qui corrige une affirmation hative de la référence [4] :2°

ko=0 1
Ri(u,u', w) k°—>

ey + wép(l+ﬂép)] (46)
— ko My

Dans notre probleme fermionique, ce cas correspond a un potentiel chimique p strictement
négatif dans la relation de dispersion BCS (9) considérée au voisinage de son minimum, ou
encore a un potentiel chimique u strictement positif dans cette méme relation, considérée cette
fois au voisinage de son maximum relatif en k = 0; cette seconde situation, de masse effective
m.,. <0, est celle du maxon, dont on a vu sur la Figure 2a qu'il est stable d’apres la théorie BCS

dans un régime d’interaction assez forte.

Diffusion a 4 phonons. Pour terminer cette section, soulignons que le résultat central (38) est
tres général. Il s’applique quelle que soit la statistique quantique de la quasi-particule y ou
sa relation de dispersion isotrope €. En particulier, comme le souligne la référence [3], il doit
décrire la diffusion d'un phonon mou (de vecteur d’onde q infinitésimal) sur un phonon dur
(de vecteur d’onde fixé k, en particulier k > q), avec production d'un phonon mou q' et d'un
phonon dur k. Ce probléme a quatre phonons a été étudié dans le contexte de I'hélium 4
superfluide, et 'amplitude de diffusion correspondante peut étre calculée de maniere exacte
avec '’hydrodynamique quantique dans la limite 7ik < mc ol € ~ fick [24]. Dans ce cas, seule
la quantité ey tend vers zéro; ey tend vers un (limite sonique), e, et ey tendent vers (1+1)/2,
epp tend vers (p%/c)d?>c/dp?, et notre amplitude de diffusion (38) reproduit effectivement celle
de I'équation (111) de la référence [26] appliquée a la relation de dispersion linéaire w,; = cgq,
ce qui constitue un bon test. Le probleme a quatre phonons peut aussi étre étudié dans un gaz
de bosons en interaction faible avec la méthode de Bogolioubov, qui permet de s’affranchir de
la contrainte ik < mec. A I’endroit d’'un minimum rotonique (k — ko > 0), la référence [34]
a ainsi pu tester avec succes le résultat de la référence [18], c’est-a-dire in fine (44), dans une
situation ot il differe de celui de la référence [3]. Nous avons étendu cette vérification & un
nombre d’onde k quelconque et trouvons une amplitude de diffusion réduite en accord parfait
avec notre prédiction générale (40).3°

291a référence [4] pensait a tort déduire le cas k — ko = 0 du cas k — kp > 0 en faisant tendre ko vers zéro dans
son équation (10), donc dans notre équation (44), voir la phrase apres cette équation (10). En réalité, pour obtenir
I'équivalent (44), on a fait tendre e vers zéro a ey fixé, alors que ey ~ ex — 0 dans la limite k — kp = 0. Du coup, la
compensation des deux termes uu' dans la sous-expression ey (w — uu) + uu’ekk entre crochets dans (40) ne peut pas
étre prise en compte (la sous-expression est ~ e w et non pas ~ ut! ey si k — ko = 0); or, cette sous-expression est
affectée d'un poids divergent et donne une contribution non nulle au résultat final (46). Signalons que la note 42 étend
(46) al'ordre un en k.

30Dans les notations de la référence [26], I'amplitude de transition volumique < s'écrit (4mc?/ p)gﬂ"’z'eff
(91,92,93,94) ou la masse d’'un boson m est aussi notée mp et les (q;)1<j<q sont les vecteurs d’onde des bosons
incidents et émergents. Instruit par la note 28, nous posons q; = q, q2 = k+(q'—q)/2, q3 = q/, q4 = k+ (q—-q)/2.
L'équation (105) de [26] donne 'amplitude effective 22 sur 1a couche d’énergie (€q, —€q, a 616 remplacé par
€gg —€q, dans les dénominateurs d’énergie) en fonction des amplitudes des processus élémentaires (équations (E18-
E20) de [26] dans la théorie de Bogolioubov); il reste a la développer a 'ordre un en g — 0 a vecteur d’onde k et
directions § et q' fixés, a 'aide d'un logiciel de calcul formel. Indiquons quelques astuces simplificatrices : (i) on
se place dans un systeme d'unités tel que 7z = m = ¢ = 1, (ii) le spectre de Bogolioubov €, fait naturellement ap-
paraitre la transformée de Fourier VQ du potentiel d’interaction entre bosons (V (r) est arbitraire, isotrope, a courte
portée), €Q = [Eq(Eg +2pVQ)]1/2 avec Eg = hZQZ/Zm, mais il vaut mieux éliminer VQ au profit de €Q comme
suit, VQ = (620 - Eé)/ZpEQ, (iii) pour les phonons mous, on peut remplacer ¢ par son développement limité (1)
d’ordre 3 en Q = 0, et pour les phonons durs, on peut remplacer ¢ par son développement limité d’ordre 3 en Q = k,
€Q = Zi:o en(k)(Q—Kk)™/n! (en effet, les numeérateurs et les dénominateurs de < 2<2eff goivent étre développés al’ordre
sous-sous-dominant, puisque les diagrammes les plus divergents sont d’ordre g~1), (iv) si 'on introduit les vecteurs
d’onde internes qo = k+ (q+q)/2, g5 = q—q, g = k— (q+q')/2, 22~ 2 ne dépend que des modules des (@/)o<j<6
(v) on pose provisoirement ¢’ = 17q et on développe les g j des phonons durs (indices j pairs) a > 0 fixé a I'ordre 7
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4. Caractériser lamarche au hasard : force moyenne, diffusion en impulsion, diffusion
en position

Notre quasi-particule y est désormais immergée dans le gaz thermique de phonons du super-
fluide de température T arbitrairement basse; par interaction incessante avec les phonons, elle
subit une dynamique stochastique dans 1’espace des impulsions et des positions, que nous allons
maintenant décrire.

Equation maitresse. La quasi-particule y est préparée initialement dans un état de vecteur
d’onde k stable au sens de la Section 2, en particulier avec une vitesse de groupe vy subsonique.
Elle ne peut donc émettre des phonons, ce serait un processus endoénergétique. Pour la méme
raison, elle ne peut en absorber, ce serait un processus exoénergétique, voir I'équation (18). Reste
donc, a 'ordre dominant en température, le processus de diffusion d'un phonon de vecteur
d’onde q étudié dans la Section 3. Ecrivons une équation maitresse sur la distribution en vecteur
d’onde I1(k, ) de la quasi-particule y, en comptant négativement les processus de départ (k) +
(@ — (k) +(q') du mode |y : k) et positivement les processus d’alimentation (k') + (q") — (k) + (q)
de ce mode, somme étant prise a k fixé sur tous les vecteurs d’onde distincts q et q' des phonons
et le vecteur d’onde k’ s’en déduisant par conservation de la quantité de mouvement :

0 1 2m
510k 0) = —L— - | (r K p:q—7:K,¢:q)|" Slex + wg — e — hwg) fiq(L + fig)TI(, )

q,q’
L6 Z |,5z¢(y K,¢:q —7:kd:q| 8w + Moy —ex — hwg) g (1 + ig K, 1)

(47

Pour calculer le taux des processus, nous avons utilisé la régle d’or de Fermi, dont on recon-
nait le facteur 27t/ 7 et la distribution de Dirac traduisant la conservation de I'énergie (30), en in-
cluant les facteurs d’amplification bosoniques accompagnant I'absorption (facteur 72) ou I'émis-
sion (facteur 1+ 7)) d'un phonon dans un mode de nombre d’occupation moyen thermique
fiq = [exp(Bhwg) — 117, ot B = 1/kpT.3! Rappelons que la régle d’or traite implicitement le pro-
cessus de diffusion dans 'approximation de Born. On ne peut donc 'appliquer directement au
hamiltonien d’interaction V, en 'occurrence a sa composante ﬁd’ " dans I'équation (20), ce qui
reviendrait a ne tenir compte que du diagramme de diffusion dlrecte de la Figure 3b1. On lap-
plique plutét 2 un hamiltonien d’interaction effectif W de méme forme que la partie en b bq de

szy dans I'équation (A.3) mais avec des éléments de matrice volumiques donnés dlrectement

(sans utiliser la valeur de 77 imposée par la conservation de I'énergie, qu'il faudrait en principe déterminer 4 I'ordre g2).
De maniere remarquable, on trouve alors que les termes de 22 Qordre g1 et ¢° s'annulent pour tout n; dans
le terme d’ordre g, on peut finalement remplacer 7 par sa valeur a I'ordre 0, ) = (1 — ue;)/(1 - t/e;). Pour comparer
le résultat a (40), il reste a calculer les coefficients (41) pour I'équation d’état de champ moyen p = pVy = mc? et
la relation de dispersion de Bogolioubov : ey = eq, ep = (e(z) —Ei)/zkeo, epp = —(e(z) —Ei)2/4ke8, A =0, exr = key,
ek = ler + (Ex/eg) (e1 —4eo/ k)] /2 et ex = epp.

31Nous avons pris ici une loi de Bose de potentiel chimique nul car le nombre total de phonons Ny n'est pas
une constante du mouvement de la dynamique purement phononique. Quand la branche acoustique est de départ
convexe, les processus collisionnels dominants conservant 1'énergie-impulsion sont ceux de Beliaev—Landau a trois
phonons, de taux d’ordre T5; ils ne conservent effectivement pas N¢, et 'affaire est entendue. Dans le cas concave, les
processus collisionnels dominants sont ceux a quatre phonons ¢¢ — ¢¢ de Landau—Khalatnikov, de taux d’ordre T7,
et il faut invoquer des processus sous-dominants (a cinq phonons de taux d’ordre T'! [28, 29] ou 2 trois phonons par
non-conservation de I'énergie entre états instables, de taux d’ordre T9 [35]) pour faire varier Ny; le gaz de phonons
pourrait alors présenter un état de pseudo-équilibre thermique de potentiel chimique iy < 0 pendant une durée d’ordre
intermédiaire entre T~7 et 779 ou 7711,
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pour q # q' par 'amplitude de transition volumique vraie </ (y : k,¢:q — y:K,¢:q).3? W estun
opérateur hermitien, compte tenu de la microréversibilité (42) ; par construction, il conduit dans
I'approximation de Born a 'amplitude de diffusion ¢—y désirée. La méme microréversibilité et la
relation 1 + 72 = exp(fhiw) i1 permettent de vérifier que I (k) o< exp(—fey) est solution station-
naire exacte de I'équation maitresse (47) : la quasi-particule y est bien thermalisée par le gaz de
phonons aux temps longs.

Equation de Fokker-Planck. Dans ce travail, nous supposons toujours que la distribution en
nombre d’onde de la quasi-particule y a une largeur Ak beaucoup plus grande que celle des pho-
nons thermiques, comme dans 1’'équation (3). Cette condition est d’ailleurs automatiquement
satisfaite lorsque y est a I'équilibre thermique (a suffisamment basse température), la relation de
dispersion parabolique (2) de y imposant a I (k) une largeur o« T'/2 beaucoup plus grande que
celle < T typique d’une relation de dispersion linéaire (1). Dans le régime (3), la quasi-particule y
subit a chaque diffusion un changement de vecteur d’'onde 6k = +(q—q') trés faible devant Ak et
I'équation aux différences finies (47) peut étre simplifiée en une équation aux dérivées partielles
par développement au second ordre en §k/Ak =~ T'/2. Pour ce faire, nous introduisons le flux de
probabilité partant de k par diffusion q — q' (une fonctionnelle de IT) :

27
®,(klq,q) = - | (y:k¢p:q—y:K,¢: q’)|25(ek +hwq — € — hwg)iig(1+ ig)TIk, 1) (48)

et, par simple échange des variables muettes q et ' dans son terme d’alimentation puis passage
a la limite thermodynamique, nous récrivons I’équation maitresse (47) comme suit :

d3 d3 /

Tk, 1) = f d 1

at R (2703 Jrs (2703

Cette forme rend évidente la conservation de la probabilité totale [ d®kTi(k, 1)/(2m)3, égale a un,
et conduit, a I'ordre deux en q —q’, a I'équation de Fokker-Planck tridimensionnelle

1 2

4 K] 1 B
—Ik)=-— —[F;0(k, D] + — ———[D;; Tk, 1)] (50)
ot hiz%,zak,- ! n? izgy,zj:xz,yyzakiakj H

[@,(k+q —qlq,q) - D;(klq,q")] (49)

avec les coefficients de la force moyenne F(k) et de la matrice de diffusion en impulsion D (k)
dans la base cartésienne, o

_ [dqd’q , @:(klg,q) _[dqdq'1, , , @:(klq,q")
Fz(k)—fwh(%—qi)m et Dl](k)—fwéh (Cﬁ_qi)(qj_qj)m
(51)

indépendants de I1(k, #) et du temps. Sous cette forme, la matrice D (k) est visiblement symétrique
réelle positive. o

Force et diffusion en impulsion a'ordre dominant en 7. Comme la quasi-particule y de vecteur
d’onde k évolue dans un milieu homogene et isotrope, la force moyenne et la diffusion en
impulsion qu’elle subit doivent étre invariantes par rotation d’axe la direction k du vecteur
d’onde. Elles donc sont caractérisées par des fonctions du seul nombre d’onde k, a savoir la
composante longitudinale F(k) de la force, le coefficient de diffusion en impulsion longitudinal
D//(k) et transverse D (k) :

322approche plus puissante de I'équation pilote dans I'approximation de Born-Markov [33] prédirait de plus un effet
réactif du réservoir de phonons sur la quasi-particule y, a savoir un changement de sa relation de dispersion dépendant
de la température, en particulier sous I'effet des termes diagonaux q = q' et des termes hors couche d’énergie de W,
non donnés ici. On peut supposer dans la suite que ¢ est cette relation de dispersion modifiée, sans que cela affecte
I'amplitude de diffusion réduite Ry (u, u', w) al’ordre dominant en température.
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k; kikj kikj
Fi(k) = ?F(k) et D;jlk)= ?D//(k) + (51']' - ?)Dl(k) (52)

Alordre dominant, nous pouvons aisément sortir la dépendance en température de ces coeffi-
cients en exprimant les vecteurs d’'onde des phonons en unités de kg T/#ic dans les intégrales sex-
tuples de I’équation (51) et en utilisant I'équivalent (38) de </ pour obtenir les lois de puissance
(le facteur numérique 7°/15 est de pure commodité)

ﬂshc(kBT nshzc(kBT

F(k
(k) hic hic

Les fonctions restantes & (k) et 2, ,(k) sont sans dimension. Pour les calculer, passons en

)g(k) et D, (k) )@L Jk) (53)

kgT/mc2—0 15 p2 kgT/mc2—0 15 ,02

coordonnées sphériques d’axe polaire k sur les variables d’intégration q et '. Les distributions de
Dirac de conservation de I'énergie permettent d’intégrer facilement sur le module ¢’, in finerelié
a g par (38). Lintégrale sur le module g des contributions linéaires en les nombres d’occupation
fait sortir la fonction ¢ de Riemann; celle des contributions quadratiques fait sortir des fonctions
moins étudiées (s est un entier >2, x un réel >0) :

+00 dQ QS o0 +00 s!

Dg(x) = f D (1/x) (54)
’ 0 (eQV¥—1)(eQ V¥ —1) n;lnzl(m\/_Jrﬂ/\/_)”l )

Linvariance de I'intégrande par rotation conjointe de q et q' autour de k permet de se ramener &
une intégrale sur un seul angle azimutal, 'angle relatif ¢ = ¢ — ¢'. Dans la force, une contribution
difficile faisant intervenir la fonction @5 se révele étre une fonction antisymétrique des cosinus u
et u' des angles polaires, d’intégrale nulle donc.3? Une telle simplification ne se produit pas dans
la diffusion en impulsion. Il reste avec les notations (39), (40), (41) :34

_ 3
9(k):f duf du' (u—u) & ”e’“)sf "4 R il w)P? (55)
( —u'ey) 27
l_
7w) s It f |z g, ()
2, (k) 167r8 (1-u'ep)® [(1 - uer) (1 —u'ex)]3?
27 (u' - u)?
xf d—"’[Rk(u,u’, w)]? 21 (56)
0o 27 (W —u)? L~ + (1 - w)(1 - uer) (1 - u'ex)

Lintégration triple dans (55) peut étre effectuée analytiquement ;3 la force moyenne admet ainsi
une expression explicite en les parametres (41), combinaison de fonctions rationnelles et d'un
logarithme, malheureusement trop longue pour étre écrite ici. Les coefficients de diffusion en
impulsion doivent étre évalués numériquement. Dans I'approximation BCS, ou la relation de
dispersion €y et 'équation d’état a température nulle ont une forme analytique explicite (voir
notre équation (9) et la référence [36]),3® nous représentons sur la Figure 4 la dépendance en
nombre d’onde de la force et des coeflicients de diffusion pour différents régimes d’interaction.

33A un facteur pres, il s'agit de (u— ') D7 ((1 — ue) /(1 — u'ep))/[(1 - uer) (1 — u'ep)).

34En particulier, w = uu/ + [(1 - u?) (1 — w2112 cos .

35Les seules intégrales un peu difficiles sont f02” do/(1-w) =27/lu—u'] et foz7T de/( - w)? =2rQ - un')/lu—-u';
ol w est écrit comme dans la note 34.

36Nous avons rendu plus compactes les expressions de la référence [36] en utilisant les propriétés des intégrales
elliptiques E(ix) = |1 +ix|E(x/|1 +ix|) et K(ix) = K(x/|1 +ix])/|1 +ix| valables pour tout x € R. En posant u/A = shrt,
il vient alors —7t/2a = @mA/R)Y21 et p = @mAIR2)32 L, 12n2) avec I) = (2¢”T)Y2[e"cht K (ie”) — E(ie?)] et I =
2 77/9)1/2[shrE(1e ) + cht K(ie")]. Par ailleurs, e = (k/mc)(/€r), exr = (hk/mc)[é";’C +A2(3gk +2,u)]/ek, epk =
—(RkIme)AEkpA +Dpp) €3, ep = (ApA =& pp) I (ckey), epp = [(App/ +EpAY? +€2 (Mp? A =& p? M)/ (cke?). Ona
noté avec un prime la dérivation par rapport a la densité p alongueur de diffusion a fixée et on a posé { . = n2k212m)-p.
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FiGure 4. Force moyenne % (en noir) (rangée supérieure) et coefficients de diffusion
en impulsion longitudinal 2 , (en noir) et transverse &, (en rouge) (rangée inférieure),
apres extraction de 'ordre dominant en température et adimensionnement comme dans
I'équation (53), pour une quasi-particule y fermionique dans un gaz non polarisé de
fermions condensé par paires a trés basse température, en fonction du nombre d’onde
k de la quasi-particule. On a déduit les coefficients (41) de I’équation d’état du gaz (voir
la note 36) et de la relation de dispersion (9) de y dans 'approximation BCS, puis on a
intégré numériquement les équations (55), (56). Dans la zone de raccordement CBE-BCS :
(@) du coté CBE 1/kpa =1 (u/er = —0,801, A/er = 1,332), (b) a la limite unitaire 1/kra = 0
(u/er = 0,591, Aler = 0,686), (c) du coté BCS 1/kpa = —1 (u/er = 0,954, Aler = 0,208).
Tireté vertical : position ky du minimum de la relation de dispersion. Tireté oblique ou
horizontal : prédictions analytiques (62), (63), (64), (65), (67) et approximation linéaire ey =
h(k — ko)/ m. dans I’équation (62); en (bl), le point d’annulation de & n’est pas un point
d’inflexion. kg = (37p)!/3 estle nombre d’onde de Fermi du gaz, ep = h?k2/2m son énergie
de Fermi, p sa densité uniforme, £ son potentiel chimique et A > 0 son parametre d’ordre a
température nulle, a la longueur de diffusion dans 'onde s entre fermions de masse m de
spins opposés. Dans la limite BCS (d) kra — 0—, comportements limites universels déduits
de 'équation (57) apres multiplication de la force, de la diffusion et de 'écart de k a ko
par des puissances bien choisies de A, en trait plein [la loi limite pour & est explicite, voir
I'équation (58), celle pour 2y ou &, requiert une intégration numériquel; tiretés obliques
ou horizontaux : comme dans (a), (b) et (c) mais pour A/er — 0; courbes en pointillé pour
la diffusion : approximations quadratiques (58); cercles : 1/kpa = -3 (Alep = 9,72 x 1073)
tirés numériquement des équations (55), (56).

Dans la limite dite BCS kpa — 07, ol1 'approximation BCS est la plus quantitative, des résultats
simples peuvent étre obtenus, en faisant tendre A/ep vers zéro a k = h2ky(k — ko)/ mA fixé. La
vitesse du son devient proportionnelle a la vitesse de Fermi, ¢ ~ Fikg/mv/3, le nombre d’onde du
minimum de la relation de dispersion se confond avec le nombre d’onde de Fermi ko ~ kg, la
quasi-particule y est subsonique et stable tant que |x| < 1/+/2 et 'amplitude de diffusion réduite
¢—7, dominée par J; + 9, + I3 dans I'expression (23) (les diagrammes omis dans la référence [4]

deviennent négligeables), prend la forme tres simple indépendante de w 7

cfixe  3€p/A (WP -1/3)(w?-1/3) e o V3x
f v VoK
kra—0- (1+x2)32 (1— uer)(1— u'ey) TEENE

Re(u, u', w) (57)

37pour étre complet, donnons ep ~—er/3, A——=1/3, egp ~ (2\/§6p/A)(1 +K2)’3/2, €ok ~ —exk!3, epp ~ exi /9.
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11 devient alors raisonnable de donner I'expression analytique de la force et un développement

des coefficients de diffusion en impulsion a faible vitesse :38

2 er(1+3€2)(33+47¢%)
ff(k) o 512 (€F/A) k k k ot
14175 (1 +x2)3 1- ei)6

5632 159232 942087t2 2 4
(@//(k)) (61:)2 (me( T7os- T 14550 )K +0x%)

2, (k) A %+(61952 +389127t2)K2+O(K4)

(58)

11025 43659

Forces de Langevin. L'équation de Fokker—Planck (50) est une équation déterministe portant sur
la distribution de probabilité du vecteur d’'onde k de la quasi-particule y. Il est cependant plus
parlant physiquement, en particulier quand la notion de corrélation temporelle entre en jeu,
d’utiliser la reformulation stochastique qu’en a donné Langevin [37], en termes d'une marche
au hasard du vecteur d’'onde k dans I'espace de Fourier :

hdk =Fk)dr+ [2dt2(k)]”211 (59)

Nous utilisons ici les régles de calcul d’Ito : on tire entre les instants ¢ et ¢ + df un vecteur
aléatoire gaussien 1, réel, de moyenne nulle, de matrice de covariance identité, (n;n;) = 6;;,
statistiquement indépendant des vecteurs 7 tirés aux autres temps. Ceci montre en particulier
que F(k) est bien la force moyenne, puisque d(%zk)/dt = (F(k)). La méthode habituelle de la
fonction test®® permet de retrouver immédiatement I’équation (50)  partir de (59). Linvariance
par rotation ayant conduit aux formes (52) incite a transformer (59) en équations stochastiques
sur le module k et la direction k du vecteur d’onde :

2D (k)

hdk = F(k)de+ === de+[2deD (k)] *n (60)
1/2
k= 2008 g g, RADLRIE o)

our et sont les composantes du vecteur 7 parallele et orthogonale a k. Ceci donne un sens
physique a D, (k)/(fik)?, celui d’'un coefficient de diffusion de la direction de k sur la sphére unité.

Preés de la vitesse nulle. Soit ky un point d’annulation de la vitesse de groupe v de la quasi-
particule y, correspondant a un minimum ou a un maximum de la relation de dispersion [masse
effective m, > 0 ou < 0 dans le développement (2)]. En ce point, a 'ordre T2 en température, la
force moyenne tend vers zéro linéairement avec vy, ce qui donne pour la forme réduite (53) :

2
lim Re(u,u',w)| =0  (62)

k—ko

1 1 27T d(p
F(k) ~ —ae, avec a :f duf du'4(u - u/)zf -
k—ko -1 -1 0 27

38Dans la limite (57), on peut aussi ramener la contribution de ®g dans (56) a une intégrale simple au prix de
I'introduction des fonctions de Bose ou polylogarithmes gs(z) =Y. ;,>1 2"/ n® (le reste, calculable analytiquement, est une
fraction rationnelle en ey) : en posant fs(u) = gs(exp(—Q(1 — exu)))/ (Qey)®, il vient f—ll dudu/ (W?-1/3)2W? -1/3)% (W' -
w2 Dg((1-uer)/(1— ' ep))/ (1 - uep) (1 — u'ep)]”'? = 2 [57° dQQ¥[A0(Q) A2(Q) — A1 (Q)?] avec Ag(Q) = [120ey fs(u) +
24(1 - 5eru) f5(u) + 8(7ex — 3u) fa(u) + (16/3)(2 — 3eru) f3(w) + (4/9)(7ex — 6w) fo(u) + (4/91 - eku)fl(u)]il, A1(Q) =
[=720ey f7 (1) —120(1—6e u) fo (1) +8(15u—43ey) f5 (1) +8(13ep u—7) fa(u) +(8/9)(18u—25¢e;) f3 (1) +(4/9) Ber u—7) fo (u) +
(4/9) (u—ep) fi (WL | et A2(Q) = [5040ey f5 (1) +720(1-Teg 1) f7 (u)+40(61ey—181) fi () +8(43—-95uey) fi (1) +(8/3) (Bdey—
39u) fa(u) + (8/9)(25 —33ep ) f3(u) + (4/9)(9er — 8u) fo(u) + (4/9)(1 — e u) fi (u)]l_l. De méme, dans Tr D, f_ll dudu’(u2 —
1/3)2(u'? = 1/3)%[( - uep)? + (1 — t'ep)? — 2u! (1 — uep)(1 — u' ep) g (1 — uer) /(1 - u'ep))/[(1 — uep)(1 — t'ep))”’? =
2 7> dQQ®[By(Q)B2(Q)—B1 (Q)*] avec By(Q) = Ag(Q), B1 (Q) = A1(Q)—ej A2(Q) et B2 (Q) = Ap(Q)—2ej A1 (Q)+€2 A2(Q).
Ces expressions sont numériquement mal posées pour Q ou |ey| trop petits, les termes f;(u) devenant individuellement
tres grands.

390n exprime de deux manieres différentes la variation d’ordre d¢ de I'espérance (f(k(¢))) ou f est une fonction lisse
arbitraire de R3 dans R a décroissance rapide.

C. R. Physique — 2020, 21, n° 6, 571-618



598 Yvan Castin

La quasi-particule subit alors une force de frottement visqueux, de coeflicient de frottement
réduit a. Le coefficient de diffusion en impulsion longitudinal a I'ordre T2, sous la forme réduite
(53), tend tout simplement vers « :

@//(k) kjko a (63)

Ceci ressort de 'équation (56), de la valeur ®g(1) = 8![{(8) — {(9)] et de 'expression de @ dans
(62). L'explication physique en est d’ailleurs trés simple dans le cas m, > 0 : c’est, sous forme
adimensionnée, la relation d’Einstein liant température d’équilibre, coefficient de diffusion en
impulsion et coefficient de frottement. Nous I'écrivons plus tard sous forme dimensionnée, voir
I'équation (88). Elle est bien connue lorsque ky = 0, mais elle vaut donc aussi dans le cas plus
inhabituel ky > 0 d'une diffusion en impulsion anisotrope, a condition qu’'on ’applique a 2 / (ko).
En effet, le coefficient de diffusion transverse réduit a une limite non nulle en k = ky dijff{e’rente
de a si ko > 0, mais égale a «a si ky = 0 (la matrice D devient alors scalaire). Pour écrire des
expressions explicites, il faut distinguer ces deux cas. Si ky > 0, on utilise I'expression limite (44)
de I'amplitude de diffusion ¢p—y réduite; apres triple intégration angulaire, il vient

ko (Mko\?(128 32 , 2044 384 ,
¢ (ch) 225 + 35 %k T g5 CkkCok t 5k
(%ekk+896€ k)~ +£52—(@ Cri+ 1285 k+%e )e
15 45 P 3 % | 525 15 PX 9 7*)7F
+(§—ﬁ2 1 e+ B Y, é)é'2+6—4é Ry é‘*] (64)
9 525 Ckk T Ty CkkCokT T 5o T TgmCkkCx | €p T S €kkEp T 15k
k>0 (Mo \2[256 32 , 256 1408 , (64 512 )
2.0~ (%) 225 175° G+ T 175 SRkt 35 Cor (4Sekk+Ee"’“)3x
+2é2—(—ﬁekk+128e k+64e)e
3 105 45 PF 79 NP
32 128, 128 256 5 )2 B4 4 32,
+(3+175 et 5 CrkCok + — 5 ok eP+EekkeP+45ekk o (65)

Comme on le voit sur la forme de Langevin module-direction (60), (61), prés de I'extrémum (ej =
h(k - ko)/ m.c), le nombre d’onde moyen (k(t)) relaxe exponentiellement vers ky si m, >0 40 ou
s’en écarte exponentiellement si m. < 0 (a est toujours = 0), et la direction moyenne du vecteur
d’onde tend exponentiellement vers zéro, ceci avec des taux

™ h (kgT)® _2m c (kgT\®
Iy=— —_— I @ ki 66
k 15am*p2(hc) 1 (ko) 2k2( ) (66)
Si ko = 0 il faut utiliser plutot 'expression limite (46) pour obtenir*!
ko=0 k=08 [[. m_\ 1 ..
@//(k) 9 (k) 0= 3 a C 5{[% 1+m—*ep)—ex +2ex} (67)

Comme le montre la forme cartésienne (59) de I’équation de Langevin, le vecteur d’'onde moyen
(k(1)) relaxe alors vers zéro avec un taux I'x de méme expression formelle que I';. au voisinage

40La valeur stationnaire de (k) differe en général légerement de ky > 0. D'une part, € contient un petit terme
o (k — kg)3, voir I'équation (2), qui gauchit Ils¢ (k) et conduit a (k — kg) = T'; d’autre part, méme en I’absence de ce terme
cubique, le jacobien tridimensionnel k? gauchit la distribution de probabilité k?IIs¢ (k) du nombre d’onde k et conduit a
un écart du méme ordre. Au total, (k — kg) o (m«kp T/h? ko) (2 —kob).

41pour montrer que 2, (k) — 92//(k) — 0 lorsque k — ko = 0, on applique la remarque de la note 49 a la fonction

fu,u',w) = gw)[2(1 - w) —3(u—u')?] ot g(w) est quelconque. On a alors bien f_ll duf_l1 du/ 02” dof(u,u', w) =0 car
20— w)-3w—-u)? =2(1-§-§) - 3[k- (G —§)1? est de moyenne nulle surk a § et §' fixés donc a w fixé.
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d’'un minimum de la relation de dispersion, ou au contraire s’en écarte exponentiellement avec
ce méme taux au voisinage d'un maximum. Pour étre complet, signalons que, par rapport au cas
ko > 0, on gagne un ordre en précision dans les développements (62), (63), (67), I'écart relatif au
terme dominant étant désormais ~e3.*?

Dans 'approximation BCS, a et 9, (k) sont représentés en fonction de la force des interac-
tions sur la Figure 5a. Le cas ky > 0 correspond au minimum de la relation de dispersion BCS (9)
pour un potentiel chimique p > 0; le cas kp = 0 correspond soit au minimum de la relation de
dispersion BCS pour u < 0, soit au maxon, c’est-a-dire au maximum relatif de la relation de dis-
persion, pour p > 0. On constate que le coefficient de frottement réduit du maxon @maxon rejoint
la branche p < 0 du coefficient de frottement réduit du minimum @minon de maniére dérivable
en 1 =0, alors que aminon Yy admet un point anguleux. Lorsque p = 0, la relation de dispersion de
la quasi-particule varie quartiquement a I’endroit k = 0 de son minimum; la relation (62) s’ap-
plique, avec une expression analytique simple du coefficient de frottement déduite de I'équation
d’état BCS donnée dans la note 36,%3

1
ra/4)8 i 2474 —T(1/4)8/4+ 3T (1/4)16/(5127%)

mais la vitesse de groupe réduite e et donc la force moyenne tendent vers zéro cubiquement
avec k; quant a la diffusion en impulsion, elle est isotrope en k = 0, comme le dit I'équation (67).
Ala limite unitaire, comme on le voit sur la Figure 5a, @'maxon $'annule, ce qui nous parait étre un
artefact de I'approximation BCS,* et une valeur plus précise de aminon, allant au-dela de BCS, a
été ajoutée a partir des valeurs mesurées kp = 0,92kp et A/ep = 0,44 [16], u = 0,376¢r [14] et de la
valeur théorique issue d’'un développement dimensionnel en € = 4 — d, m./m = 0,56 [38]. Dans
la limite CBE kga — 0%, le gaz de fermions se réduit 2 un condensat de dimeéres de masse 2m et
de longueur de diffusion aqq = 0,60a [39, 40], et la quasi-particule y a un fermion surnuméraire
non apparié de masse m, = m, interagissant avec les dimeéres avec une longueur de diffusion
aaq = 1,18a [41-44], d’ol1 1a limite exacte (non représentée sur la Figure 5a) :*°

lim a
u—0

approx.BCS {

-1
367r4[ } =5,269833... (68)

420n le montre en poussant un cran plus loin le développement (46), Ry (u, ', w) ]Z):jg (1/2)(ex + fép w) +
(k/2me) (u+u') (w f2 + &p é,) + O(K?) avec f =1+ (m/ms) ép et épy =limg_q(mc/hk)eyr = pd(m/m.)/dp, et en utili-
sant dans les intégrales angulaires sur (i, 1/, @) I'imparité de I'intégrande sous la transformation (u, i, @) — (—u,—u/, ),
qui préserve w et (u— u')2.

435 longueur de diffusion a > 0 fixée, la limite 4 — 0" dans la théorie BCS correspond a p — pa’ , avec poa3 =
[[(1/4)18/(15367*); donnons ici seulement les lois d’échelle kg = (p — ,oo)”2 et 1/ms« = p — pg, qui montrent que
(hpdko/dp)?/m. aune limite finie et non nulle.

44D’apres la théorie BCS, il y aurait 2 la limite unitaire une compensation dans Ry (1, u/, w) jusqu’a 'ordre k lorsque
k— 0, Ry ~ 262K2(w + 2uu')/ (913 + 2i6]) ot 6 = A/mc? = cte par invariance d’échelle, si bien que % (k) = (nkime)® et
2,1 k) = (hk/mc)*, la matrice de diffusion en impulsion restant non scalaire a cet ordre. Dans une théorie exacte, on
aurait € = mc2G((ik/mc)?), ot 1a fonction G est lisse mais inconnue, en supposant que le maxon existe et soit stable.

Alors Ry (u, u', w) llii:oo (wI9)G(0)[3 +4G(0)G' (0)]{1 + (1k/2mcG(0)) (u + u')[3 +4G(0)G' (0)]} + O(k?). Dans les notations

usuelles, & =0, G(0) = 38p/2 = Ax/mc? et G'(0) = m/2my si bien que G(0)G'(0) = A« /2myc?, égal 2 —3/4 dans la
théorie BCS.

45gn effet, dans la limite CBE, I'état fondamental du gaz a une énergie Ey = (N/2)(—h2/ maz) + (N/2)(N/2 -
1) gdd/(2L3) et I'état excité par brisure d'un dimeére en deux atomes libres de vecteurs d’onde +k a une énergie E; =
(N/2=1)(=1?/ma?) + (N/2=1)(N/2 - 2)ggq/ QL% + 2 x B2 k% /2m + 2 x g,q(N12 - 1)/ L3, o1 ggq = 4mh% agq/mg et gaq =
21th? a,q/ my sont les constantes de couplage dimeére-dimere et atome-dimere, my = mmg/(m + mgq) = 2m/3 est la masse
réduite d'un atome et d’'un dimere, N est le nombre total de fermions. On 'aura compris, les atomes fermioniques et
les dimeres bosoniques étant des particules discernables, il n’y a pas d’effet de groupement Hanbury-Brown et Twiss
dans leur énergie de couplage de champ moyen. A la limite thermodynamique, dEg/dN — u et (E1 — Eg)/2 — ¢ =
A +12k%12m.. Notons que &y = O(p“z).
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3
-

aetD _L(ko)
-1 -1
(1D, (k)T +2(D (k)T '1/3

Ficure 5. (a) Coefficient de frottement réduit a et coefficient de diffusion en impulsion
transverse réduit 9, (ky) a I'endroit ky d'un extrémum de la relation de dispersion ¢y,
pour une quasi-particule y fermionique dans un gaz non polarisé de fermions de masse m
condensé par paires a trés basse température, en fonction de la force des interactions dans
le gaz repérée par le rapport de son potentiel chimique p et de son parametre d’ordre A. Le
coefficient de diffusion en impulsion longitudinal réduit & (ko) est identiquement égal a
a, voir 'équation (63). Trait plein noir : @ a I'endroit du minimum et dans I'approximation
BCS (ko =0si <0, ko = @mu)/?/1 si p > 0). Trait plein vert : @ a 'endroit du maximum
relatif (maxon) et dans 'approximation BCS (ko = 0, ¢ > 0). Trait plein rouge : 2 (k) dans
I'approximation BCS la ot ky > 0 (ailleurs, il se confond avec a); il croise et surpasse le trait
noir donc 2 //(ko) autour de p/A = 1,6. On a utilisé les équations (64), (65) ou (67) suivant
les cas. Tireté vertical vert : limite de stabilité du maxon comme sur la Figure 2a. Symboles :
coordonnées plus précises (au-dela de 'approximation BCS) des coeflicients a (signe plus
noir) et 2, (ky) (croix rouge) a I'endroit du minimum a la limite unitaire (u/A = 0,85,
a = 13,6, 92, (ko) = 13,2). Pointillé horizontal supérieur : valeur de a dans la limite CBE
d’apres la théorie BCS [=5, 8 fois plus faible que la valeur exacte (69) non représentée icil.
Pointillé horizontal inférieur : limite (68) des différentes branches de a etde 2, (kp) en =0
d’apres la théorie BCS. Les courbes tiretées dans le régime de couplage faible u/A > 1 sont
issues de larelation de dispersion (9) et des formes limites BCS A = 8e 2ep exp[—7t/(2kglal)],
1 = eg. (b) Coefficient de diffusion spatiale réduit de la quasi-particule y a I'équilibre dans
le gaz de phonons, c’est-a-dire numérateur du dernier membre de 1'expression (86). Trait
plein noir : approximation BCS. Pointillés horizontaux : sa limite en /A =0 ou p/A = —oo.
Tireté : sa forme limite en couplage faible [relation de dispersion (9) et formes limites
BCS A = 8e %¢p exp[—7t/(2kglal)l, p = €Fl. Etoile : estimation plus précise que BCS a la
limite unitaire.

hZ

= ——[-1+7 azadd+0( a3)3/2]

'ukw—'o" 2ma? P P =a - 8(@)2 (1_3aad)2:750
’ 3y312) kpa—0* \ ddd adqd

= 1+ mpa?(3ayq — agq) + Opa

* kpa—0* Zmaz[ pa”(3aad ~ add) b
(69)

La théorie BCS en est tres loin (elle sous-estime la limite de @ d’un facteur =6) car elle évalue fort

mal les longueurs de diffusion dimere-dimeére et atome-dimere, a5 = 2a et a5 = 8a/3.

Force moyenne 2 vitesse nulle. A 'endroit ky du minimum de la relation de dispersion €y, la
vitesse de groupe de la quasi-particule y est nulle. Si ky = 0, la force moyenne subie par y est alors
rigoureusement nulle, par invariance par parité. Si ky > 0, en revanche, la force moyenne subie n'a
aucune raison d’étre nulle, F(ky) # 0. Plus précisément, a basse température, elle s’annule bien a
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l'ordre T8, comme nous I’avons vu au paragraphe précédent, mais pas a 'ordre T?, et 'on peut
obtenir son expression exacte a cet ordre sans avoir besoin de connaitre 'amplitude de diffusion
avec les phonons au-dela de son ordre dominant =T,

k>0 1 d
F(k) =< ﬁde//(kO)+ [D//(kO)_DJ_(k())]
ko>0 T (kT _2
TO_»0 15( ) [ @//(k())+ 0(@//(k0)_@l(k0)) (70)

Lordre T° des coefficients de diffusion en impulsion est en effet déja connu. Il conduit 4 un
troisieme membre non nul se déduisant des équations (63), (64), (65) et de I'expression suivante,
ko \* 64

k —92 k —

g2y o) = (ch) 4725
+420(8p +7¢18)8,, +42[38) +5@Bc1 +1)8kele,
+3(90¢; — 138¢, — 105¢3 +19)&3, —3(102¢; —210¢; — 175¢3 — 47)éxx8p
~30[7¢18, —129¢1 +98¢> — 33 = 7(68)k — 5¢1 8,818
—3[105(8c1 —2¢3 + 1)28% — (552¢1 — 750c2 — 4903 + 45)
—7(68,; — 60c) +50¢, — 5)8,] 8y — 105[10¢ 8.8, — (61 — 14¢2 — 1503 — 3) 8k

{ssocl &85 —3(228¢) —210c, —175¢3 —81) 87,25

—300183.82; — (10848, +28¢1 =302 +9)&p]ex + SAIB1E, &) — 4985, + 63818
- 294éf,k — 63(38k +58,) &y +3(3581 8, — 878k +358,)Epi] + 84} (71)

qui a été obtenue par dérivation par rapport a k de la premiere composante de I'identité (56),
et fait intervenir les coefficients adimensionnés supplémentaires c¢; = kob, c2 = /om‘1 dm./dp
et c3 = pzk 1d?ky/dp?, ot la longueur b apparait a 'ordre (k — ko)® dans le développement
(2) de €;.*® Dans I'approximation BCS, nous trouvons que I'expression entre crochets dans le
troisieme membre de I’équation (70) est positive et qu’elle tend vers zéro (+oo) en unités de
1/kr lorsque /A — 0(4+00); nous n'avons pas jugé utile de la représenter ici. Une conséquence
physiquement parlante des résultats (62), (70) est que, dans le cas kp > 0, la force moyenne subie
par la quasi-particule y a basse température s’annule un peu a c6té de ko, a un écart en nombre
d’onde k — kp ou a une vitesse vy proportionnelle a la température; faut-il le préciser, cet écart
n’'a pas de relation simple avec la moyenne stationnaire (k — kp) (voir les notes 40 et 54).

Pour établir I'équation (70), le plus simple est de passer par la solution stationnaire Il
de I'équation de Fokker-Planck (50) vue comme une équation de continuité dans l'espace de
Fourier. Cette distribution Iy (k), invariante par rotation, s’obtient aisément en exprimant que le
courant de probabilité J(k) qu’elle porte est nul. De I'expression générale de la composante selon
0i, Ji(k) = F;(0I(K) /-3 ;(0/0k;) | D; ; WILK)] /12, nous tirons apres remplacement de I1(k) par
Iy (k), division par Iy (k)/F et utilisation des formes sphériques (52) :

2 1d 1d
F(k) = (D (k) = DL ()] + 5. =Dy (k) + Dy (k)3 — InTlo (k) (72)

Nous 'avons dit, ITg (k) x exp(—Bex) est solution stationnaire exacte de I’équation maitresse. Ce
n'est cependant pas une solution stationnaire exacte de 1'équation de Fokker-Planck, puisque
cette derniere résulte d'un développement tronqué de I’équation maitresse a basse température.

460n calcule d’abord la dérivée des fonctions ep, etc, en k = ko : en notant ép = kodep(ko)/dk, etc, on trouve
&p = =8+ &k, & = gy Epp = (L+201)8xk, Epp = 2€18p) — €28k, €x = —Ex — (A +202) &)k — 38 + ZClézk/ékk; les
valeurs ép, etc, en k = ko sont données dans I'équation (43). Puis on développe 'amplitude réduite (40) en kg au premier
ordre en k — ko. Enfin, on insére le développement obtenu dans la premiére composante de 1'’équation (56), que I'on
développe de méme, et on integre sur ¢, u et ¢/, en utilisant la premiere intégrale de la note 35.

C. R. Physique — 2020, 21, n° 6, 571-618



602 Yvan Castin

En estimant I'erreur commise, sachant que ITy(k) a une largeur en k d’ordre T'/? autour de ky,*’
nous aboutissons a la relation exacte dans la largeur de la distribution :
k- ko -0(T'? H dde//(k) BD (0% : ddke" +O(To2)  (73)
1l suffit de I’ apphquer en k = ko, ol1 la dérivée de €} s'annule, pour trouver le résultat (70).48

On peut aussi établir (70) par un calcul assezlong, en repartant del’expression générale (51) de
la force moyenne et en la développant a 'ordre T° dans le cas particulier k = k. Il faut exprimer
q' en fonction de g a I'aide de la conservation de I’énergie un cran plus loin que dans le calcul
de Z(k), ¢’ = q—hqg*>W' — w?/(2m.c) + O(g%), et surtout utiliser une expression exactement
microréversible de 'amplitude de diffusion ¢p—y sur la couche d’énergie :

hic o k+K  , k+K R
d(y:k,¢:q—»y:k',d):q'):?(qq')llzR“kJrTw”(q- ! Y

ek e
ouk+q=K +q etlafonction Ry (u, ', w) est celle de 'équation (38). En notant Rio et (d/dk) Rio
les valeurs de la fonction Ri et de sa dérivée par rapport a k en k = kg, on obtient pour le premier
membre de I’équation (70) :

kg>0 4 hc (kgT)? am d(p Shko . 2.9 , s d
F(ko) o 15 pzko( du u (u —uw Rko+(u —-u) ko@Rko

F(k) [D//(k) Dy (k)] +

(74)

+(l—w)(u—u')( o byt

ou ou' au ou'

6R2 aRi 6R2 OR:
O —(u—-u") (75)

Les différents termes au second membre de (70) se déduisent & I'ordre 79 de I'expression (56) et
de la dérivée par rapport a k de sa premiére composante, le tout pris en k = ko (ex = 0). Pour la
forme (40) de la fonction Ry, il y a bien accord a I'ordre T? entre les deux premiers membres de
I'équation (70).° Ce calcul explicite permet de comprendre comment on peut obtenir de maniére
exacte la force moyenne a 1'ordre sous-dominant 79 sans connaitre 'amplitude de diffusion < a
I'ordre sous-dominant T2. C’est parce qu’on s'est placé en k = ky : a cet endroit, la contribution

4TRemarquons en effet que les premiers termes négligés dans I'expression du courant selon Oi sont de la forme
(0% 10k j0k)[E; j WTIg (k)1 /13 et (83/10k;0k0k))(G; ji; g (k)] /1%, o les tenseurs E; i et G;ji; sont des moments
d’ordre 3 et 4 du changement d’impulsion 7i(q — q') accompagnant la diffusion d'un phonon, alors que F et D en sont
les moments d’ordre 1 et 2, voir I'’équation (51). En procédant comme pour la force et la diffusion, on trouve qu’a I'ordre
dominanten T, E; jj o Tloé”ijk et Gjjg) o Tu‘gijklv oitles fonctions réduites & et ¢, indépendantes de la température,
ont une largeur en k d’ordre TO, & s'annulant linéairement en k = ko (6 = ey) et ¢ y ayant une limite finie et non
nulle. Alors chaque différentiation de Iy (k) par rapport a k sort un facteur ~T~Y2, et le facteur ey est de 'ordre de
T2 surla largeur de Iy (k), si bien que (0% /0k j0ky) [E; ji ()TIo (k)] = T~1H10F1/2114 et (0% 10k 0Ky 0k)) (G g (g (k)] =
T-3/2+1111) et 'on tombe sur I'équation (73).

48En identifiant les termes d’ordre k — ko puis d’ordre (k — ko)? dans la relation (73), on montre qu'il existe un
coefficient a déja introduit et un nouveau coefficient { tels que & (k) = —(a ey + (ei + O(ei)) et @// (k) =a+{er+ O(ei),
si bien que & (k)/2 / (k) = —ep + O(ei) lorsque k — ko. On arrive aux mémes résultats par développement limité des
expressions (55), (56) a I'ordre sous-dominant en ey, en considérant R; comme une fonction de e; plutét que de k. La
valeur de { se déduit aisément de I'équation (71).

49Cette conclusion n'est pas propre a la forme (40) mais repose en définitive sur lidentité
Jh dufly du! [§Tdgl2mtw = i)~ w)@u = 0y) ~ (u— u)(udy + w9, MR ~ Blu—u)? =201~ wIRE | = 0.
Pour I'établir, on remarque d’abord que (1/4) f—ll du f—ll du’ ()Zﬂ(d(p/ZT()f(u, U, w) = (f(@q q’ k )) ol :--) est la moyenne
prise uniformément sur la sphere unité pour les trois directions §,q’ et k, f étant une fonction invariante par rota-
tion ou, ce qui revient au méme, une fonction des trois produits scalaires u = k-q, ' =k-§ et w = 4-§’. Alors si
k — Ta,4 (k) est un difféomorphisme de la sphere unité dans la sphere unité dépendant paramétriquement de (§, §')
et de jacobien ]q q k), on a (f@adq, k)) = (]qq k)f(q, q, “_ r(k))) 11 reste a appliquer cette identité a la fonction
f@d. b=k @-q )Rko(k~q,k q,q-4) et au dlffeomorphlsme A Ar(k) k+n@-a)/20/1k+n@-gH/2|1 =

K[l -n(u—u')/21+ 1@ -§)/2+ O1n?) de jacobien J; o (k) =1 -n(u—u ) +0(n?), o1 7 est infinitésimal.

Jag
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a F(k) de la premiere correction a < s'annule par antisymétrie de I'intégrande sous I'’échange de
uetu'

Prés de la vitesse du son. A force des interactions fixée entre atomes du superfluide, I'un des
bords du domaine de stabilité de la quasi-particule y dans’espace des vecteurs d’onde (en rouge
sur la Figure 2) correspond au régime sonique d’'une vitesse de groupe égale en valeur absolue a la
vitesse du son. Or, nos expressions (55), (56) de la force moyenne et de la diffusion en impulsion
réduites divergent a la limite sonique e — *1, comme le laissent pressentir les dénominateurs
1-uepetl—1u'eg.

Pour le voir sur la force moyenne, nous effectuons dans les intégrales les changements de
variablesu =1-xetu/' =1-(1-e)x'siexr—> 1, u=x-letu' =-1+Q+ep)x' sie, — -17,
puis nous passons a la limite dans l'intégrande a x, x’ fixés, ce qui fait disparaitre la dépendance
en I'angle azimutal ¢, pour obtenir apres intégration sur x' € R* (effectuer I'intégration sur x est
élémentaire mais ne conduit pas a une expression plus compacte) :>°

1 (k2 (+ep)? 2, 1+A 52

F (k) Nt _ﬂ(%) mfo dxx {ekk(1+ep)+ epk—T—(2+ep)ekk x+ekkx}
(76)

1 (hk\2(-ep) (2 141 2|*

F (k) ek:—1+ ﬂ(%) mfo dxx {ekk(l—ep)+ epk+T—(2—ep)ekk X+ egrX }
(77)

La force moyenne est négative dans la limite e — 1—. Or cette limite correspond toujours a la
borne supérieure ks,p du domaine de stabilité en nombre d’onde de la quasi-particule y, comme
on peut le voir sur la Figure 2. La force subie par la quasi-particule y pres du bord tend donc sys-
tématiquement a éloigner son vecteur d’onde k de la zone supersonique.®! Inversement, quand
le domaine de stabilité de la quasi-particule y présente un bord ey = —1, c’est toujours une borne
inférieure kin¢; la force moyenne est positive dans la limite e — —1* et repousse 1a aussi la quasi-
particule de la zone supersonique. Nous aurions pu cependant tomber sur la conclusion inverse
(et physiquement incorrecte) si nous avions ignoré la ligne SC de déstabilisation subsonique (en
vert sur la Figure 2c) : pour A/pu < (A/w)s, c’est-a-dire en dessous du point sommital S sur la fi-
gure, on aurait alors e; = —1 en un bord supérieur du domaine de stabilité, et la force moyenne
pres du bord rapprocherait k de la frontiére sonique.

50Supposons que ey — 17 pour fixer les idées et décomposons le domaine d’intégration [-1, 112 sur les cosinus (u, u')
des angles polaires en un grand carré [-1,1 —¢€] x [-1, 1 — €], un petit carré [1 —¢,1] x [1 —¢,1] et deux rectangles trés
allongés, 'un couché [—-1,1—¢€] x [1 —¢,1] et 'autre debout [1 —¢€,1] x [-1,1—¢€] o1 0 < € < 1 est fixé lorsque e;. — 17,
puis tend vers zéro a la fin des calculs. La contribution du grand carré a une limite finie lorsque e — 1~ donc est
toujours négligeable. Dans le cas de la force, la contribution du petit carré est ~e3/(1 - ek)6 donc petite, celle du rectangle
couché ~¢° /(1- e‘k)6 donc dominante, celle du rectangle debout =(1— ek)0 /e3 donc négligeable. Ceci justifie la procédure
utilisée dans le texte. Dans le cas de la diffusion, il y a deux types de contributions, celle de méme type que dans % (k)
et celle mettant en jeu la fonction ®g. La premiére se traite comme précédemment. Dans la seconde, on trouve que la
contribution dominante provient du petit carré et qu’elle diverge dans 2 ) comme (1—ek)’3 avec un préfacteur contenant
I'intégrale f0+°° dx f0+°° dx! (x=x)2dg((1 +x)/ (1 + x))/[(1+x)1+x)]7/2, etdans 2| comme (1 —ej) 2 avec un préfacteur
contenant l'intégrale [;"*° dx f;7° dx’ [(1+x)(1 +x) (x + x') = (x = )21 Dg (1 + x) /(1 + x)/ [(1 + )1 + x)]7/? (ceci résulte
des changements de variables u=1—x(1 —ey) et v’ =1 - x'(1 — ej) et du passage a la limite e; — 1~ a x et x’ fixés dans
I'intégrande); les contributions des rectangles sont négligeables en vertu de la majoration ®g(x) < (87'(8 / 15)x’7/ 2 gurRrt*
et de I'équivalent ®g(x) ~ (87'[8/15)x7/ 2 lorsque x — ot qui montrent aussi que ®g(x) est bornée et que les intégrales en
préfacteur sont finies.

510n arrive a la méme conclusion en raisonnant sur le nombre d’onde moyen : d’apres 1'équation (60), d(rk)/dt =
(F(k) +2D (k)/hk), mais le terme de diffusion transverse, de méme exposant de divergence sonique —6 que le terme de
force, est négligeable car sous-dominant en température.
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Dans le cas de la diffusion en impulsion, on montre d’abord que la contribution de la fonction
®g dans I'expression (56), bien que divergente, est une fraction négligeable dans la limite sonique
(voir la note 50), puis on applique au reste la méme procédure que pour la force, ce qui donne

2,k 2 —_ o7\ 2
//( ) N 225((9) (@) 1+ ep)z 6(1 ek)_ [ deid
D,(k)| ex—1" 8 mc 1-ep) 6 1Jo

2
x+ekkx2} (78)

1+
k=5~ 2 +ep)ek

X {ekk(l +ep)+

D4k 2 -7 2
Jo)  225¢09) (@) (e, 6(1+ ex) f des?
2, (k)| ex—-1+ 78 mc Q+e) % |Jo

2
x+ekkx2} (79)

1+A4
epk + T—(Z—ep)ekk

X {ekk(l —ep)+

Le coefficient de diffusion en impulsion longitudinal diverge donc plus rapidement que la force
moyenne. Faut-il le préciser, les résultats (76), (77), (78), (79) ne valent que si I'on fait tendre
d’abord la température du gaz vers zéro, comme dans I’équation (53), puis la vitesse de la quasi-
particule y vers +c. Rien n'indique en effet que la divergence se maintienne dans une interversion
des limites.

Diffusion spatiale. On se place désormais aux temps suffisamment longs pour que la distribution
en vecteur d’'onde de la quasi-particule vy ait atteint son équilibre thermique. La direction k du
vecteur d’onde est de loi uniforme sur la sphere unité. Le nombre d’onde k de la quasi-particule
déviant faiblement de la position du minimum kj de la relation de dispersion, k — ky = T2,
on peut remplacer la force moyenne F(k) a I'ordre T® par son approximation linéaire (62) et
les coefficients de diffusion en impulsion par leur valeur en ky. Il existe cependant un degré
de liberté instationnaire dont nous n’avons pas parlé jusqu’a présent, et dont la distribution de
probabilité s’étale indéfiniment a la limite thermodynamique. 1l s’agit du vecteur position r(#)
de la quasi-particule y, dont la dérivée temporelle v(z) n'est autre que la vitesse de groupe de la
quasi-particule y :

4 rn =ven = L ki (80)
de 7T T hodk

Le changement du vecteur position entre 0 et ¢ est donné par I'intégrale du vecteur vitesse entre
ces deux instants; sa variance est donc donnée par une intégrale double temporelle de la fonction
de corrélation de la vitesse a deux temps. A I'équilibre, cette fonction de corrélation matricielle
C;j ne dépend que de la différence des temps. Nous posons donc en toute généralité (sans tenir
compte du fait que les vitesses moyennes (v;) et (v;) sont évidemment nulles par isotropie de
I'équilibre) :

Cij(m) =(v;(M)v;j(0)) — (wi){vj) (81)
La covariance des déplacements de la quasi-particule y pendant ¢ selon les directions i et j vaut
alors®

t
Cov (r;i (1) — 1;(0), 7 (1) — r;(0)) =f0 dr(t-1)[C;j () + Cj;(1)] (82)

Comme nous allons le voir en distinguant les cas ky = 0 et kg > 0, nous trouvons que la

N

matrice des corrélations de la vitesse, scalaire a cause de l'invariance par rotation, décroit

520nestconfronté€1]ij(t) = fot d‘rf(]tdr’f,-j(lrfr’l) avecfl-j(lrfr/\) =[Cyj (T*T/)Jeri(T*T/)]/Z; en effet, Cj,-(rfr/) =
C; j(r’ —7) méme dans un traitement quantique du mouvement, car v; et v;j sont des opérateurs hermitiens (d’ou1
C;‘j(T) =C ji(—r)) commutant avec 1'opérateur densité stationnaire de y (d’ou C; j(r) € R). On a alors successivement
t t t P e
L =2f; dr fg dr'fijc -1 =24 dr fg dr” f;j@") = 2 fy dr(t = 7)f;j(x). On a posé 7" = 7 — 7" dans l'intégrale
intérieure, puis on a intégré par parties sur 7.
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rapidement (exponentiellement) en temps. Aussi la position de la quasi-particule y subit-elle
toujours asymptotiquement en temps un étalement diffusif isotrope, la variance du déplacement
pendant ¢ ayant une divergence linéaire indépendante de la direction de vecteur unitaire n
considérée :

+00
Var([r(t)—r(O)]'n)t ~ 292t avec PP = f drC,;(7) (83)
oo o

En d’autres termes, aux temps beaucoup plus longs que le temps de corrélation de la vitesse, la
quasi-particule y effectue dans I’espace des positions un mouvement brownien de coeflicient
de diffusion spatiale 2°P?, qu’il nous faut calculer a 'ordre dominant en température. Pour
cela, comme nous allons le voir, nous pouvons nous limiter dans C,,(7), si kp = 0, a une
seule contribution exponentielle, d’amplitude =T et de taux de décroissance I'y donné par
I'équation (66) :

ksT
Cijm) =6y ni e Tl 84)

*
La loi asymptotique (83) vaut alors pour I'y# > 1. Si kg > 0, en revanche, il faut garder deux
contributions dans C;;(7), 'une d’amplitude =T et de taux ', qui provient de la décorrélation
plus rapide de la variable nombre d’onde k, et 'autre d’amplitude ~T? et de taux 'y donné par
I'équation (66), qui provient de la décorrélation plus lente des variables angulaires k

k0>0 kBT Tt 4m*kBT Tz 7|
Cl]('[) ~ 6113 e 'k +h2—k(2)e k (85)

Cette seconde contribution est initialement plus faible que la premiére par un facteur =T mais
elle décroit plus lentement par un facteur =7, donc contribue en définitive au coefficient de
diffusion spatiale au méme ordre en T que la premiére contribution; la loi asymptotique (83)
ne vaut alors que pour I'; 7 > 1. Regroupons les deux cas dans une expression synthétique du
coefficient de diffusion spatiale :

2D (ko)
D (ko)

l[;_,.L]

h 3[2)ke) " Du(ko)

T—0m 5 ( me \b(ksT)?
15 npl’3 mc?

spa _ kgT
T—0 3m, Ik

~1(lc T)? 1,2
=03 """ | Dy(ko)  Dilko)

(86)
en utilisant la relation d’Einstein (63) puis les équivalents (53). On rappelle que 2 i (ko) coincide
avec le coefficient de frottement réduit «, toujours défini par I'équation (62) et d’expression
explicite (67) pour kg = 0, (64) pour ky > 0. De méme, 2, (ky), que I'on peut toujours déduire
de lalimite en k = ky de '’équation (56), vaut « si ky = 0 et admet I'expression explicite (65) sinon.
Le coefficient de diffusion spatiale (86) est représenté sur la Figure 5b sous forme adimensionnée
dans I'approximation BCS, en fonction de la force des interactions au sein du gaz de fermions.
Remarquons qu'il est continu a la transition entre les cas ky = 0 et kp > 0 [u = 0 dans la relation
de dispersion BCS (9)] mais y présente un point anguleux.

Exposons briévement les calculs conduisant aux équations (84), (85). Commencons par le
cas kg = 0, abondamment traité dans la littérature. Des approximations a I'ordre dominant
= hk/m.,, F(k) = -T' ik, D(k) = D(0) = D// (0)Id et I (k) x exp(— ﬁhzkz /2m,), et de I'équation
de Langevin cartésienne (59), nous tirons la valeur initiale et 'équation d’évolution de la fonction
de corrélation de la vitesse :

kgT

C,‘j 0)=o et dC,‘j (1) ;0 (dv;(T) vj 0)) = —deTCij (1) (87)

dont I'intégration jointe a la relation C;j(—7) = Cj;(7) conduit a I'expression (84) si le coefficient
a est celui de I'équation (67) et, aprés report dans 1'expression (83) de 2°P?, au résultat annoncé
(86) avec @//(ko) =9, k)=«
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Le cas kp > 0 est plus inhabituel. Pour construire un modeéle minimal, nous prenons cette fois
v=nhl(k- ko)/m*]f(, D//,L(k) = D//,l(k[)) et une distribution stationnaire Iy (k) o< exp[—ﬁhz(k—
ko)?/2m.] (la direction k de k a une distribution uniforme sur la sphere unité).%® La relation (72)
nous oblige alors a inclure dans la force moyenne non seulement le terme de frottement visqueux
attendu, mais aussi la contribution a vitesse nulle sous-dominante en température, qui prend
une forme plus simple ici car on néglige la dépendance en k de D VE

2 D (ko)
F(k) = —hF(k— k(]) + h_ko[D//(kO) — DJ_(ICO)] avec I'= TijT T:0 l"k (88)
En insérant ces éléments du modele dans les équations stochastiques en module et direction
(60), (61), et en remplagcant comme dans (88) le nombre d’onde k par ky dans les dénominateurs,

nous obtenons la formulation de Langevin minimale®*

2D (ko) 1/2
hdk = —thh(k—k0)+h—kodt+[2dtD//(k0)] ny (89)
N N 2D (kp)
_ 1/2 _ 2D (ko R
dk = -I'; dtk+ T df)""“n, avec rL:h2—k(2)T:0rk (90)
La variation correspondante de la vitesse selon Oi,
nk; htk—ky) .~ h . 2IdtkgT .
dvy = K gy TR0 4 o T dkdy = @ T dew + 0BT it 1)
M M M hkoy

ne conduit plus comme dans la relation (87) a une équation fermée sur la fonction de corrélation
de la vitesse, mais la couple & une fonction de corrélation mixte direction-vitesse C; i@ =
(ki(t)v;(0)), d’ot1le systeme différentielat=0:
2kgT
d (C,-,-(r)) ~C+Ty) =T (Cij(r))

- = hk() ~
dr\Cij(m) 0 T, Cij(1)

(92)

De 'annulation aI’équilibre des moyennes des variations d(k — ko) et d[(k— ’CQ)Z], et de larelation
d’isotropie (I%i Ich> = (1/3)d;}, nous tirons les valeurs initiales dans le modéle de Langevin (89),
(90), C;(0) = 6;j(kgT/3m.)[1 +4m.kgT/(ko)*] et C;;(0) = &;(2kpT/3hko). Lintégration du
systeme (92), jointe a la relation C;j(—7) = Cj;(7), donne le résultat annoncé (85) si I'on néglige
dans la premiére exponentielle le tauxI' | devantT’, ce qui est1égitime puisque I'} /T = O(T).

53Comme la direction de k se thermalise plus lentement que le module d’un ordre en température d’aprés I'équation
(66), il existe, pour un état initial hors d’équilibre, un régime transitoire dans lequel la distribution de k a atteint1’équilibre,
mais celle de k pas encore (k ’a pas eu le temps de diffuser sur la sphére unité, le terme constant dans la force (88) n'a pas
encore vraiment agi), si bien que Cij (t) = (kg T/m*)UAcl- lch)O exp(—I' 1) oltla moyenne (:--)q est prise sur la distribution
de Kk initiale. Cette forme a une exponentielle ressemble au cas kyp = 0, a un facteur 3 pres sur la trace (la dimension
effective deg, c’est-a-dire le nombre de degrés de liberté quadratiques dans la forme approchée de I'énergie €. pres de
k = ko, passe de degr = 3 pour ko = 02 dgg; = 1 pour kg > 0). A ces temps intermédiaires F;l <t Flzl ,la quasi-particule y
effectue un mouvement brownien transitoire de matrice de diffusion spatiale @?5.’ atrans _ (kg T/myT k)(fci k j)g, peut-étre
anisotrope mais de trace fixée.

54Dans une formulation plus élaborée tenant compte du gauchissement cubique de & ¢ et de la note 48, on remplace
I'équation (89) par idk = -T'd¢hi(k — (k) + [2dtD// (ko)1 1/217// oll la moyenne stationnaire (k) est celle de la note 40, en
admettant que m vy = h(k— ko) + h(k— k0)2b+ ~e=Hhi(k—ko)+bmy kg T/h=h(k—<{(k))+2mkgT/hkq (on a approximé
(k- Ico)2 par sa moyenne stationnaire); I’équation (90) reste inchangée. Comme dans la formulation minimale, k(¢)
et R(t] sont des processus stochastiques indépendants, si bien que C;;(1) = (v (1) vk(O))<I%z (‘L’)]%Z 0)) = (h/m*)2 (k-
(k})2> exp(-Tl7]) + Cm+kp T/h2 ko)z] (1/3)exp(~T'1 |7]). Ceci redonne le résultat (86). Ceci montre aussi que c’est la
« force moyenne effective sur le module » c’est-a-dire la partie déterministe de dk, plutdt que F(k), qui s’annule pour

k= ko = (k- ko).
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Le modele minimal que nous venons d’utiliser pour kp > 0, qui néglige la dépendance en
nombre d’onde de D, (k) et les corrections = (k — ko)? ala relation de dispersion, ne constitue
cependant pas une démonstration. Une étude plus solide est effectuée dans ’Annexe B, a I'aide
d’'un développement contr6lé a basse température. Elle conduit aux mémes résultats (85), (86).
Enfin, ces calculs de la diffusion spatiale ne s’appliquent pas au point de transition entre les
cas ky = 0 et ky > 0, oi1 la force moyenne est de départ cubique, F(k) = —k>. Une étude a part
de la zone de transition, exposée dans la méme Annexe B, y confirme cependant la validité de
I'équivalent a basse température (86).

Annexe A. Compléments sur la diffusion ¢—y

Les grandes lignes du calcul de ’'amplitude de diffusion d’'un phonon de vecteur d’onde q sur une
quasi-particule y stable de vecteur d’'onde k a partir d'un hamiltonien effectif de basse énergie
ont été présentées dans la Section 3. Nous donnons ici quelques détails et points de rigueur
supplémentaires.

Le hamiltonien. La forme explicite des différentes contributions au hamiltonien (20) est dispo-
nible dans la littérature, voir par exemple les références les plus récentes [4, 18]. Nous la rappe-
lons par commodité (et pour corriger une erreur vénielle dans le dernier terme entre crochets de
I'équation (4) de [4], écrit a tort comme un hermitien conjugué), en nous limitant dans V¢¢ aux
processus a trois phonons de Beliaev et de Landau, seuls utiles ici :

R 1 q1,92,93<A ot ot ¢ s o
Vop = 21302 Z <<P1q1,(,b:q2|7/¢¢|qb:q3>(bq1bq2bq3+bq3bq1bq2) (A.1)
q1,92,93
A% 1= by ot o 5 L ptats
3 = om Z (P:q7: kA Iy : K) (7, Tibq + bg Ty Y1) (A.2)
kk,q
a’r P " K122 ot o (3t 52l Loy o
V= Y @ y:KI# P:q, v KT T byDa+5bab-q +5blgby|  (A3)
kK ,q,q

avec les éléments de matrice pour un volume unité entre états a un ou deux phonons, a zéro ou
une quasi-particule y :

mc? q1°'92 9q1'q93 q2°q3
(D:q,¢: @l Vpeld:q3) =6 5 ()L+ + + )(A.4)
¢:d1,¢:q2lVppld a3 W+ 7 Pq1Pg.Pgs P
0 e p
e Y 1l 1 K W cq
(P:q,y:kA y:K) = 6q+k,k,§pq W+W+E-(k+k’) (A.5)
626(0) 626(0)
. ) Y| b oty 1 K I
<¢.q’y7.k,|%4 |(,bq,)/k> = 6Q+k,q’+k’§pqpq'(a_pz+ 0p2 ) (A.6)

Pour clarifier les notations, nous convenons que les vecteurs d’onde q sont toujours ceux des
phonons, et les vecteurs d’onde k toujours ceux de la quasi-particule y. Le parameétre A est donné
par I'’équation (41) (voir cependant la note 55). Les deltas de Kronecker assurent la conservation
de la quantité de mouvement. On a introduit 'amplitude des fluctuations quantiques de la
densité du superfluide dans le mode de phonon de vecteur d’onde q,>°

B hpq )1/2
Pa= (ch a7

55En toute rigueur, il faudrait a ce stade utiliser dans pgq et dans A 'équation d’état nue et la vitesse du son nue,
qui dépendent de la coupure ultraviolette A introduite dans les équations (20) et (A.1), (A.2), (A.3), voir 'annexe B de la
référence [32].
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pour montrer que les fluctuations de densité gouvernent aussi bien I'interaction entre phonons
que l'interaction entre phonons et quasi-particule y. Dans les expressions (A.5) et (A.6), la
dérivation 0/0p de la relation de dispersion nue de la quasi-particule y par rapport a la densité
o du superfluide est effectuée a vecteur d’onde k et potentiel d’interaction entre les atomes du
superfluide fixés.

Analyse des ordres > 2 en V. Justifions le fait qu'a 'ordre dominant en température (g, q' =
O(T) — 0 a k fixé), on puisse limiter 'amplitude de diffusion (22) a 'ordre deux en V. Le terme
d’ordre n quelconque en V est facile a écrire, c’est 'élément de matrice entre (f| et |iy du pro-
duit de n opérateurs V entre lesquels on intercale n — 1 opérateurs Gy(z) (deux facteurs V suc-
cessifs sont toujours séparés par un seul facteur Gy); ici, Go(z) = (z - Hp)~! est la résolvante du
hamiltonien sans interaction et z :AEi(O) + irJ, n— Of. Pour comprendre ce qui se passe, commen-
¢ons par n = 3 : la contribution (f|V G (2) V Gy (z) Vi) engendre de nombreux diagrammes apres
décomposition de V en processus élémentaires comme dans I'équation (20), méme en tenant
compte de I'ordre de grandeur des éléments de matrice (les plus grands sont ceux o< /> de ﬁ;b ")
et des changements de parité du nombre de phonons (on ne peut prendre trois fois ﬁ;’h " dans
les facteurs V) pour éliminer les contributions sous-dominantes ou nulles. Mais dans chaque
diagramme apparait un vecteur d’'onde de phonon interne q” quelconque, non contraint par la
conservation de la quantité de mouvement, et sur lequel il faut donc sommer. En effet, un facteur
V annihile le phonon incident q, un facteur V (peut-étre le méme) crée le phonon émergent ¢,
donc I'un des trois facteurs V crée ou annihile nécessairement un phonon de vecteur d’'onde non
contraint q”. Nous aboutissons ainsi a la majoration trés simple

HIVGo(2)VGo(2) VI = O qﬁiAM = 0(T*(qq)""?) (A.8)
0 0 "\ T AEAE | 19 '

puisque (i) chaque dénominateur d’énergie est (a k fixé) d’ordre un en les vecteurs d’'onde des
phonons donc est =A = O(T), (ii) au numérateur, chaque absorption ou émission d'un phonon
de nombre d’onde Q estaccompagnée d'un facteur pg o Q“ 2 = O(TY?), et (iii) la sommation sur
le vecteur d’onde du phonon interne sort en facteur le volume A3 = O(T3) sous la coupure dans
I'espace de Fourier. Dans le cas d’'un ordre en V impair quelconque n = 2s + 1, la conservation
de la parité du nombre de phonons dans la transition i) — [f) impose qu’il y ait non pas 25+ 1
mais au moins 2s + 2 absorptions ou émissions de phonons, donc au moins 2s absorptions ou
émissions de phonons autres que le phonon incident q et le phonon émergent q' (chaque facteur
V absorbe ou émet au moins un phonon); il faut alors sommer sur au moins s phonons internes
de vecteurs d’'onde qy,...,qs. Dans le cas d'un ordre pair n = 2s, il y a pour les mémes raisons au
moins 2s — 2 absorptions ou émissions de phonons autres que q et q’, et il faut sommer sur au
moins s — 1 phonons internes qq, ...,qs_1. D’oi1 la majoration de I'ordre n > 2 en V,%¢

Ol(gqH"?T" 1]  si nimpair

Ol(gg"V?T" 3]  sinpair (4.9)

VG2 V1" i) = {
Cette majoration vaut pour une valeur générique =T de I'énergie complexe z. Dans le cas
particulier z = Ei(m +in qui nous intéresse, certains diagrammes d’ordre n > 2 en V comme ceux
dela Figure 3c sont en fait infinis et doivent étre retirés de I'équation (A.9) pour qu’elle s’applique;
ce probleme est discuté dans le corps de l'article dans le paragraphe apres I’équation (28).

56pour n = 2, elle surestimerait le résultat réel O(qq’') en ne tenant pas compte de la compensation dans I'expression
(23) des contributions 97 et 93 a leur ordre dominant T0.
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Analyse de l'ordre 2 en V.1l reste a justifier le fait qu'a 'ordre deux en V, on puisse garder
seulement les contributions (23) ou, si 'on préfere, les diagrammes de la Figure 3b. Chaque
contribution quadratique en V contient au numérateur le produit de deux éléments de matrice,
choisis parmi ceux de A" o« T2, A o T, HY? ~ A o« T32, A ~ AP « T2, etc (en
incluant méme le couplage de y au cube et a la puissance quatrieme des fluctuations de densité,
et 'interaction a quatre phonons). Elle contient un dénominateur d’énergie linéarisable en les
vecteurs d’'onde des phonons donc « T. La contribution ne doit pas étre un o(T). On peut
donc a priori prendre dans les facteurs V : (i) deux fois Héb Y (ce qui donne les termes 9, et
I3 dans (23)), (i) deux fois EIZW (rendu négligeable =~ (qq')"/?T* par sommation inévitable sur
un vecteur d’onde interne), (iii) une fois PI;P 7 et une fois FIZ’Y (nul par non-conservation de la
parité du nombre de phonons), (iv) une fois FI;P ¥ et une fois ﬁ;p ? (ce qui donne les termes 9, et
T5 dans (23)), (v) une fois " et une fois A" (rendu négligeable ~(gq")"/*T* par sommation
inévitable sur un vecteur d’onde interne).

Matrice S entre états asymptotiques exacts. Nous suivons la démarche de la référence [33],
Section Byp.3, en la généralisant au cas ol les phonons incident et émergent, et pas seulement
la quasi-particule vy, sont habillés de phonons virtuels. Rappelons la définition des éléments de
la matrice S entre les états asymptotiques exacts (29) :

. . . —ootin qz .
SISl = lim B2 6 (12, — 112) [y elEit 120 = lim el(ElJrEf)t/th =G 2) D)
ame 2

0 +o0+in 2imt A10)

oun— 0%, E; ¢ sont les énergies exactes (30) pour I'instant pas nécessairement égales, U (ty, t;) est
I'opérateur d’évolution entre les instants et #; et G(z) = (z — H)~! la résolvante du hamiltonien

complet A. En partant des relations évidentes (la composante purement y-quasi-particulaire de

2 o . 3
H commute avec I'opérateur purement phononique By),

Bl(z— ) - (z— DB} = (A, B]] = (Vyy, Bl + [Hgy, BY) (A11)
on introduit 'opérateur (32) avec Q = q comme suit pour éliminer le hamiltonien des phonons
Hepg,

Bl(z— H-nhwq) - (z— A)B} = [V, BY1 + A} (A.12)

on divise par z— H a gauche et par z— H — hwq a droite, et 'on fait agir sur I'état stationnaire
lly : k) pour obtenir

1 N N X«
G@Ii) = —— [ 1) +G@ 1V, By +AY Iy k0| puis
' (A.13)

1 PN «
(flG(2) = —E [(Ell + ¢y : K| ([Bg', Vopyl + Agr) G(2)]

en procédant de méme, ou par conjugaison hermitienne et remplacement de (z*,q,k) par
(z,q',K). 1l reste a contracter la premiere identité dans (A.13) a gauche par (f|| et a utiliser la
seconde identité dans (A.13) pour obtenir

i (v : KBy ((Vpy, BE + AD N1y : X + ¢y : K ([By, Vgyl + Aq) G(2) ([Vgy, BYT + AD Iy 1 K0

EG@I = z—F (z— Ej)(z— Ep

(A.14)
Dans l'espace libre L — +oc0 et aux temps longs, I'intégrale curviligne (A.10) est dominée par le
résidu del'intégrande en les poles E; et Ef de I'expression (A.14), sachant que I’élément de matrice
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de G(z) au numérateur n’a pas de pOle en ces points [33], et il reste au sens des distributions [33]
{ISIiy = (fll liy — 2imd (Ef — Ej) Az avec 'amplitude de transition cherchée (31) sur la couche
d’énergie.

Diffusion d'un phonon instable. Quand la branche acoustique du gaz a un départ convexe [y >
0 dans I'équation (1)], le phonon incident q est instable et se désintégre avec un taux o< g° en une
paire de phonons, eux-mémes instables. Cette cascade de Beliaev rend la théorie de la matrice
S inapplicable. Lidée salvatrice est alors de se limiter a un temps de diffusion ¢ suffisamment
long pour assurer une quasi-conservation de 1'énergie non perturbée, mais suffisamment court
pour éviter la désintégration de Beliaev, en formant des paquets d’onde incidents spatialement
localisés par superposition linéaire d’ondes planes de vecteurs d’'onde q pour le phonon ¢ et
k pour la quasi-particule y, avec une distribution en amplitude gaussienne c(q,k) trés piquée
autour des valeurs moyennes qg = godo et ko = koko, c’est-a-dire avec des largeurs Ag < ¢y et
Ak <« ky (on omet ici le probleme de 'habillage des états asymptotiques et on suppose, comme
nous y invite (3), que Ag <« Ak). Plus précisément, on prend comme état initial dans 'espace
libre®?
. 3,43

D, = e_lH"(_t/Z)/hf%c(q,k)ld):q,y:k} (A.15)
Comme c(q, k) est réelle, les paquets dans |i) seraient localisés dans I’espace des positions autour
de l'origine des coordonnées (avec des largeurs 1/Aqg et 1/Ak) si I'on n'avait pas fait reculer le
vecteur d’état dans le temps de £/2 par évolution libre; ils sont alors localisés approximativement
en—cqot/2 et —vy, kot/2, donc bien séparés et « asymptotiquement libres » (sans interaction) si

1 . R
Vpel > A_q avec  Urel = |co — vi, kol (A.16)

la vitesse relative des deux paquets incidents. On fait évoluer |i), pendant une durée ¢ (del'instant
—1/2 a t/2) avec le hamiltonien complet H. Létat redevient libre puisque les paquets se sont
séparés, leur recouvrement donc leur interaction ne durant qu'un temps =1/(Aquye). Il reste
a le projeter pour analyse sur les ondes planes finales [f) = |¢ : ¢,y : k') d’énergie Eéo). Apres
compensation du facteur de phase d’évolution libre de (f|, on aboutit a 'amplitude de diffusion
effective

" N d3
Aﬁ(t) = <f|elH0t/2he_lHt/h|i>[ ~ \[#C(q,k:k’_’_q!_q)

EO O 0T 2n
f i
. (EFO)—EEO’)t
sin ———"—
— il A (E”) + Aq (B —5—2— (A17)
E[” - E;

Pour obtenir 'approximation au troisieme membre de 1'équation (A.17), nous avons rem-
placé 'opérateur d’évolution par son expression sous forme d’intégrale curviligne (A.10), uti-
lisé la relation G(z) = Go(2) + Go(2)T(2)Gy(z) pour faire apparaitre la matrice T a I'énergie
complexe z, fait 'approximation comme dans la référence [33] de garder dans la formule de
Cauchy seulement les résidus de l'intégrande en les poles Ei(o) et E;O) issus des facteurs Go(z)

57En I'absence de boite de quantification, on utilise la condition de normalisation des ondes planes (kK'Y = (271)3
Sk-K).
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encadrant T(z),°® négligé la contribution du terme Gy(z) d’évolution libre sous la condition
Iq' — qol > Agq, et enfin posé Ag(E) = (f| T(E +in)li) avec I'état |iy = [ : q,y : k=K +q —q) d’éner-
gie Ei(o) et — 0*. Les préfacteurs du cosinus et du sinus cardinal sont des fonctions continues et
bornées de Ei(o) ; on peut les remplacer par leur valeur au centre du paquet d’onde (Ei(m = E_i(o) ) si
leur échelle de variation Epf satisfait a la condition (voir la note 59)

h Var Ei(o) ) 9

= ——— avec Epef= hcqy et Var Ei = (licAq) (A.18)

r Epref
Ici Ei(o) et Var Ei(o) sont la moyenne et la variance de Ei(o) = icq+€k=k +q -q Pour q distribué selon la
loi gaussienne c¢(q,k’ + q' —q). Dans le calcul de la moyenne du cosinus et du sinus cardinal sur la
variable q, la méme condition (A.18) permet de supposer que Ei(o) aussi suit une loi gaussienne,

auquel cas
(E” - E")t ) (9 -E™t
—_—) = —t*VarE /81> S A.19
<cos o expl| ar E; ]cos oh ( )
q
EO_ 5O B .
sin & = )t /)2 (Ef(O) _Ei(o))z AEi(O)t .IEEO)—Ei(O)I
(0) (0 = (0) - (©) +1 o] (A.20)
o N 2VarE; 22 V2AE
(ri2) " E” —E"?12varE”]  si|E” - E”| < tVarE® /2h
Fexp[—(f—i) arE;"] silE;" —E]7|<tVark
i
= (EO_FOy; (A.21)
sin ——p* 2 ©) g2
exp[—t¢ VarEi /18h°] sinon

(0) (0)
E® - B

ol AEi(O) est I'écart-type (racine carrée de la variance) et ®(z) = (2/y/70) foz duexp(—u?) est la
fonction erreur.?’ Choisissons par exemple Ag o« Ak « g3 =~ T (ce qui donne une préci-
sion suffisante sur g, voir la note 28) et un temps de diffusion ¢ oc g 4 et faisons tendre
qo et la température du gaz vers zéro a kp fixé. Alors les conditions (A.16) et (A.18) sont
asymptotiquement vérifiées, et tout se passe comme si la matrice S était donnée par I'expression

58Dans I'approximation d’ordre deux en linteraction, T(z) = V + VGy(2)V, qui suffit ici, il est facile d’inclure la
contribution des poles ¢, de T2, ce qui ajoute entre les accolades de I'équation (A.17) la somme Z‘é:l(en -

EM e~ B Znexpl-it(en — (B + ECV2)/M), ot ey = ) = €0 €2 = hog) +hog +6) €5 = ho) +

k+q  “K'+q
hwflozq, + el((m, €4 = hw&O) + hwff,lq + eLOquq’ (soit les énergies des états intermédiaires des diagrammes b2 a b5 de la

Figure 3) et les résidus de {1 T(2)]i) associés Zn sont des fonctions régulieres de q, q’ K. Silon prend soin d’exclure
dans les directions d’observation du phonon émergent un céne autour de la direction gg du phonon incident, c’est-
a-dire d’'imposer |§’ - ol < cos@. avec 0 < cos. < 1 fixé, pour éviter que le processus de Beliaev dans le terme 93 ou
celui de Landau dans J5 soit résonnant, on trouve toujours que les différences d’énergie |e;; — Ei(O]I et le — Ef(O]I sont
approximativement supérieures a ficq ou ficq’, et'on a toujours ficq/2 < ey, — (Ei(o) + E}O))/ZI. La contribution des poles
de (f|T(2)li) est donc une fonction oscillante du temps, que la moyenne sur q écrase et rend négligeable par un facteur
gaussien en temps ~ exp[—(cAq £)2/2], tout comme dans I'équation (A.19).

59Supposons pour simplifier que la quasi-particule y est fortement subsonique, |vgr/cl < 1, et développons le
déphasage pendant ¢ en puissances des fluctuations q = q—q, [Ei(o) - Ei(o)] t/h = ctiy - 5q+ Olct(8g)%/ qol. Le terme
linéaire a une distribution gaussienne; le O est non gaussien mais négligeable sous la condition (A.18). Inversement, si
Ei(o) est une variable gaussienne, il est facile d’obtenir la condition (A.18) de variation négligeable des préfacteurs dans

(A.17), en supposant que ces derniers varient linéairement avec Ei(o).

600n fait apparaitre la fonction erreur en utilisant sin x/x = f} 1 duel™™ /2 et en intervertissant les intégrations sur u et
sur I'énergie. Les formes approchées dans (A.21) découlent du comportement asymptotique de la fonction erreur dans le
premier quadrant : si z = pexp(if) et que p tend vers +oo a 0 fixé, alors ®(z) — 1si 6 € [0, 7t/4[ et D(z) ~ — exp(—zz)/(z\/ﬁ)

sifem/4,m/2].
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habituelle (f|S|i) = (fli) — 2irt(f] T(Ei(o) +in)i)o (Ef(o) - Ei(o)) : C'est évident pour le premier cas de
I'équation (A.21), que I'on peut retrouver par la substitution habituelle sin(et/2h)/e — 1 (€); le
second cas de (A.21) et 'équation (A.19) ne correspondent pas a un Dirac de conservation de
I'énergie mais ceci importe peu car ils sont exponentiellement supprimés. Comme le temps de
diffusion ¢ est infiniment plus court que la durée de vie =q; 5 des phonons incident et émergent,
on peut a juste titre négliger leur instabilité de Beliaev, c’est-a-dire leur émission réelle plutét que
virtuelle de phonons, dans le calcul de I'amplitude de diffusion sur une quasi-particule y al’ordre
dominant en q.

Diffusion dans la matiére. Comme la diffusion du phonon q sur la quasi-particule y se produit en
fait dans un gaz thermique de phonons, il semble incorrect, pour les applications de la Section 4,
de calculer 'amplitude de diffusion dans le vide et de ne pas tenir compte de I'émission stimulée
des phonons internes des diagrammes b4 et b5 de la Figure 3 dans les modes de vecteurs d’onde
q-q’ et q' —q déja peuplés. A premiere vue, il faudrait donc corriger les deux derniers termes du
résultat (23) comme suit :

To— (+7iiqg ) Ts et Ts— (1+ig_qTs (A.22)

olt les 72 sont les nombres moyens d’occupation des modes. Mais, si les modes q—q’ et ' —q
sont déja peuplés, il faut tenir compte du fait que des phonons de ces modes peuvent participer
transitoirement a la diffusion (ils doivent rester en nombres égaux dans I'état initial et dans
I'état final). Ceci introduit deux nouveaux diagrammes. Le premier, d’amplitude F, iq_q, décrit
'absorption d'un phonon q — q’ par la quasi-particule y de vecteur d’onde k (ce qui la fait passer
directement dans son état final k'), puis la désintégration de Beliaev du phonon incident q en
deux phonons ¢’ et q—q’, qui fournit le phonon final attendu et rétablit le mode q — q’ dans
son nombre d’occupation initial. Le second, d’amplitude 3—5’ flg'—q» décrit la fusion de Beliaev du
phonon incident q avec un phonon q’ — q (ce qui fournit le phonon final q'), suivie de I'émission
d’'un phonon ¢’ — q par la quasi-particule y de vecteur d’onde k, ce qui la fait passer directement
dans son état final k’ et repeuple le mode q’' —q al'identique. Aucun de ces nouveaux diagrammes
n’est connexe, et ce sont les seuls possibles a I'ordre dominant. La bonne correction a appliquer
a (23) estdonc

Ty — U+ ig-q)Ta+ig-qT, et Ts— (1 +ig_q)T5+ig-qT5 (A.23)

!

Sur I'équation (27)[(28)], on constate que ., (J.) a le méme numérateur que 93 (J5), que son
dénominateur d’énergie e® © ©

Kkt hwqfq, — € (hwfl) + hwflo,l - 1w'?) est en général sans rapport
avec celui de 9, (J5), sauf sur la couche d’énergie (21) ou il en est 'exact opposé et ol 5‘74’ =
-J4 (I, = —Ts). Les nombres d’occupation dans la forme corrigée (A.23) se compensent alors

exactement,®! et le résultat (23) établi dans le vide vaut aussi dans la matiére.

Annexe B. Calcul de la diffusion spatiale a basse température par le théoreme de
régression

Léquation (86) donne un équivalent a basse température du coefficient de diffusion spatiale de
la quasi-particule y dans un gaz de phonons. Dans le cas ot la relation de dispersion € de la
quasi-particule atteint son minimum en un nombre d’onde kj > 0, la justification qu’en fournit
le texte principal, a 'aide d'un modele stochastique de Langevin minimal, n’est pas pleinement
convaincante. Nous présentons ici une démonstration basée sur le théoreme de régression et

61Une compensation similaire apparait dans la référence [26].
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sur un développement systématique a basse température de la solution de I'équation de Fokker—
Planck correspondante. Nous justifions aussi I’expression (86) dans la zone de transition entre le
cas ko = et le cas kp > 0, qui doit faire 'objet d'un traitement a part.

Théoreme de régression. La connaissance du coefficient de diffusion spatiale passe par celle de
la fonction de corrélation C;j(7) des coordonnées du vecteur vitesse dans I'état stationnaire, voir
les équations (80), (81), (82), (83). Par isotropie, nous nous limitons au calcul de C,.(1), T = 0.
Dans le cadre de Fokker-Planck, nous disposons alors du théoréme de régression suivant :

&3k 1 dey

C=0= | GroFndk

—k Nk, 7) (B.1)
ou la distribution I1(k, 7) a évolué pendant 7 selon I'équation de Fokker-Planck (50) a partir de la
condition initiale

dek

Ik, 0) = 7 dk —Z kT (k) (B.2)

avec Iy (k) 1a solution stationnaire normalisée, invariante par rotation, de cette méme équation
(50), et k, = k;/k. Comme I1(k, 7) est de moment cinétique un, porté par 'axe Oz, nous pouvons
poser I1(k, 7) = I1; (k, T) k; et obtenir I’équation du mouvement

0 _ 2F(My(k,T) 10 1 9
a—nl(k 7) = T Eﬁ[F(k)Hl(k T+ ﬁz Okz [D//(k)nl(k 7)]
1
th ak{[4D//(k) 2D, (R (k, 1)} + —75 thz (2D (k) = 4D (I (k,7)  (B.3)

L'équation (72) permettrait d’exprimer Ily(k) en termes de la force moyenne F(k) et des coeffi-
cients de diffusion en impulsion D ym (k). Nous trouvons plus éclairant de I’écrire sous la forme
Iy (k) = exp(—P€r)/ Z, ou Z est un facteur de normalisation, et d’éliminer au contraire la force
F(k) au profit de la relation de dispersion effective ;. Comme nous I'apprend d’ailleurs la com-
paraison des équations (72), (73), celle-ci est soumise a la contrainte € —€j = o(T?) lorsque T — 0
avec k — kg = O(T"?), donc on peut, comme la vraie relation de dispersion e, la développer au-
tour de la position ky de son minimum (par convention égal a A,), nulle si ko = 0, dépendant de
la température mais tres proche de kg si ky > 0, avec des coefficients dépendant eux aussi faible-
ment de la température :?

G = At 2 (k — ko)? . hz(ktko)gb . n2(k —~k0)4€2

+0(k - ko)® B.4
ko 21, 3771, 47, Ue = ko) B4

En d’autres termes, il ne faut pas croire aux prédictions tirées de I’équation de Fokker-Planck
(une approximation de ’équation maitresse (47) dans la limite (3)) si elles dépendent du faible
écart entre les masses effectives m. et 7., entre les longueurs b et b, entre les nombres d’onde
minimiseurs ky et ko, ou de la longueur ¢ ou des coefficients d’ordre supérieur dans le déve-
loppement (B.4). Effectuons une dernieére transformation : 'opérateur sur les fonctions de k dé-
fini par le second membre de I’équation (B.3) n'est pas autoadjoint, mais peut I'étre rendu par
le changement de fonction I1; (k) = k~! exp(—Béx/2)y (k). Aprés intégration temporelle formelle,

625i 'on admet que I'amplitude de diffusion ¢—7v (31) possede un développement en puissances entiéres de g a k fixé,
alors F(k), Dl,// (k) et €, possedent un développement en puissances entieres de T a k fixé, etI'on a I~co/k0 =1+ O(TZ),

e lme =1+0(T), b/b=1+0(T), ¢1¢ = 0(1).
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nous aboutissons pour 7 = 0 ala belle écriture (le facteur 3 au dénominateur vient del'intégration
angulaire) :

d Dyk) d
Wslep-ADlys) _  _lwsipniten’ )= gt
3h2 [ dkk2e Pex  pfy 32 [y dk k2eFéx

Cyz(7) =

dek _BE
k — K B2
(klys) =k T €
(B.5)
Nous avons introduit la décomposition spectrale du hamiltonien fictif .#) autoadjoint pour
le produit scalaire unidimensionnel (¢,|¢py) = f0+°° dk ¢ (k)pp(k), I'état propre |¢p,) de valeur

propre w, étant normalisé. Le potentiel vaut

déy

dé, d’¢, 1dDy(k) dé  Dy(k) @JrldD//(k) 2D, (k)
dk

2
1
—IDBf—k__

)2//()dk22dk dk k dk "k dk K2

(B.6)

1
U (k) = 7

1

Dansle cas k( > 0. Pour prendre la limite de basse température dans le cas ky > 0, nous effectuons
un changement d’échelle adapté sur le vecteur d’onde et le temps en posant k — kg = xk.,
7 =7/T, et donc A, = AT, w, = @l et ¢ (k) = k; 2P, (x), avec le nombre d’onde thermique
ke = (MskpT)Y2/hetletauxT = Dy (ko) (71, kg T) construit sur le modele du taux I de 'équation
(88). Il reste a développer JA en puissances de k. a x fixé (x décrit R dans cette limite), puis a
traiter les ordres successifs par la théorie des perturbations :

D (ko + xk,) K2 . N 3
= LT A R R xk) ¢ 20 1 oD 1 P (B.7)
dx  Djy(ko) dx D (ko) k.—0

On aura besoin aussi de développer la fonction d’'onde source a 'ordre sous-dominant et le
dénominateur de C,,(7) dans I'équation (B.5) a 'ordre dominant :

s N2 kok, k. 1 -
(k) "€ D200 oA 2y pmx? 14 1+x(T +k*b) - kB> + O |,
ke—0 1M ko 6
(B.8)
+00 _ - +00 5
f dk k?ePex ~0k§k*e’ﬁA* f dxe™> 2
0 * —00

A l'ordre zéro en k., on tombe sur un hamiltonien d’oscillateur harmonique unidimensionnel
réduit (masse égale a 1/2, constante de Planck réduite égale a 1, pulsation d’oscillation égale a 1)

et de spectre d)(,?) =n:

_ & 1 1 1 d 1 d
A0 =———1>x*--=a"a avec a=-x+-—,a' =-x-—,[aa']=1 (B.9)
! dx*> 47 2 27 dx ¥ a1
A T'ordre dominant, la fonction d’onde source est donc proportionnelle  la fonction d’onde
(/)50) (x) du premier état excité de I'oscillateur harmonique. La contribution des états excités n >0

dans I'’équation (B.5) est ainsi dominée par n = 1 et]'on garde

tfixe kT o

¢
2z ( )k*—~0 31,

(B.10)
On justifie ainsi le premier terme entre crochets dans I'équation (85), compte tenu de la note 62.
La contribution de n = 0 est plus délicate a obtenir. En effet, le recouvrement de s avec I'état
fondamental ¢ est nul a 'ordre de JZ”I(O), comme la pulsation propre wq de I'état fondamental,
ce qui conduit a une forme indéterminée 0/0 apres intégration de C,.(7) sur le temps comme
dans I’équation (83). Il faut aller a I'ordre un en k. pour obtenir un recouvrement non nul,
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Dy -
J‘fl(l) = kS - (—— —+ =X —x)+k b( b —x)—Tx
D//(ko) dx dx 4 2 ko
dD, -
kv - (ko) _ 1
= |2 3 blaasatad + 2kba + 4t +
D (ko) 2 2

k*b—&)(ﬁwﬁ)
ko

= Igo> = 1y~ ( k.b— == ) 167 - ’%u/}g% +0(k?)
|<ws|</>o>|2 kT (Zk*)2

302 [ dk k2e~Pek k.0 3. \ ko
etal’ordre deux en k* pour obtenir une pulsation propre non nulle dans I'état fondamental :

(B.11)

76 M d ,d 1.4 3], K dk (k)[ (x4—3x2)+1_~x2

2D//(k0) dx” dx 4 2 D//(ko) 2 0
1.,- 1., K2 . 2k2D | (k

+KZDP Xt + K0P (6 - 3x%) + = (1 - ko D) x® + 5 —— L (ko)
4 2 kg kgD y (ko)

KPP 2k2 D, (K
—> @ <¢(0)|pr(2)|¢(m ¥ P |76 1Go )" s 1 (ko) B.12)

k n>0 —n ko D//(ko)

sachant que (% =1, (x* =3 et {(d/dx)x*(d/dx)) = —3/4 o1 la moyenne est prise dans |<ﬁ(0)) On
justifie ainsi le second terme entre crochets dans I'’équation (85) et donc, au total, I'équivalent
(86) du coefficient de diffusion spatiale.5364

6311 existe une fagon rapide et élégante de retrouver ces résultats. En restreignant 'équation de Fokker—Planck
dépendant du temps aux distributions invariantes par rotation, puis en appliquant le méme changement de fonction
qu'a Il (k), on fait apparaitre le hamiltonien fictif autoadjoint .#7%. Dans ce secteur isotrope, I'équation de Fokker-Planck
admet une solution stationnaire non nulle I1y. L'état fondamental |y() de A est donc connu, yq (k) = Ak exp(—Péx/2)
avec Ay = [ f0+°° dk k? exp(—pé k)]” 2, et sa valeur propre est exactement nulle. Or, le calcul le montre, on a simplement
SO = Ay + ZDJ_(k)/(hk)Z, si bien que ., differe de A4 par un terme du second ordre 2k§ DJ_(]EO + xk*)/[D//(I.co)(fco +
xks«)?]. Létat fondamental de .7, coincide donc avec |yg) a 'ordre sous-dominant, et 'on a (Wslpo) ~ (Ywslyo); au
méme ordre, on peut remplacer dej/dk par dé;/dk dans (k|yg). Une simple intégration par parties (il faut intégrer
(déy/dk)exp(—PEy) et dériver k2), puis le remplacement des facteurs lentement variables k au numérateur et k2 au
dénominateur par I~co et I~cz, redonnent alors 1’équivalent du recouvrement de I'équation (B.11). De méme, a I'ordre
dominant, la pulsation propre wq de I'état fondamental de /) s'obtient en traitant I'écart de A4 a %) au premier ordre
de la théorie des perturbations, wg ~ (yo|2D | (k)/ (k)% |yo) = fo *® dk2D| (k)exp(— ﬁek)/f0+°° dk (k)% exp(—BEj). En
approximant les facteurs lentement variables 2D | (k) et (fik)? par leur valeur en kg, on retrouve I'équivalent de wg donné
dans I'’équation (B.12).

64Nous avons aussi vérifié avec succes la validité a basse température du coefficient de diffusion spatiale prédit par
I'approximation de Fokker—Planck en résolvant numériquement I’équation maitresse (47) avec I'amplitude de diffusion
¢~y microréversible (74) pour le modele simple e = A, + (72 /2m.) [(k* — k(z))/Zko]2 (m« > 0,kg > 0) et Ry (u, ', w) =
(1 -nu?)(1 -nu'?), dans lequel a = (32/1575)(3n% — 100 + 15)(15n> — 421+ 35), D, (ko) = (32/1575)(3n% — 100 + 15) (3 —
141+ 35) # a et (d/dk)2 ; (k) = 0 donc la force moyenne F(kg) est non nulle 4 'ordre T9 (saufsin = 0). Lerreur commise
par Fokker—Planck sur 2°P? est <10% pour tout 7 € [0,3] d&s que kx/ kg < 1/20. Le calcul utilise le théoréme de régression
quantique pour accéder a la fonction de corrélation de la vitesse, que 'on reporte ensuite dans 'expression (83) de
2P Dans le secteur de moment cinétique nul, I'équation maitresse s'écrit 8¢I1g (k, £) = —y (K)o (k, £) + f0+°° dk'yo (k' —
Ik, 1); en pratique, on assure la conservation de la probabilité totale en calculant numériquement tous les taux
d’alimentation yo(k’ — k) puis en déduisant les taux de départ de la relation y(k) = ;" dk’ (k'/k)2yo(k — K'). Dans
le secteur de moment cinétique un, 'équation maitresse s'écrit 8,I1; (k, £) = —y (k)11 (k, £) + foF° dk’y1 (k' — O (K, 1)
(les taux de départ sont inchangés). La microréversibilité impose K2 exp(Ber)yn (k' = k) = K2 exp(Ber)yn(k — K),n=0
ou 1, ce qui permet de se ramener a des opérateurs intégraux a noyaux symétriques (numériquement avantageux) par le
changement de fonction I, (k) = k™1 exp(— e ©/2)wn (k). Lexpression (B.5) s’applique alors, pourvu que I'on y remplace
€y par € et —# par 'opérateur intégral reliant 0,y a ;.
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Entre les cas ky = 0 et ky > 0. Au point de transition entre ces deux cas, la masse effective m,
est infinie, 1/m. = 0, la relation de dispersion € varie quartiquement en nombre d’onde au
voisinage de son minimum, et aucun des calculs du coeflicient de diffusion spatiale présentés
jusqu'’ici dans ce travail ne s’applique. Pour raccorder les deux cas limites (par exemple lorsque
la densité p varie), il faut utiliser une approximation de degré 4 pour la relation de dispersion,
272 2

KRR (B.13)

2meg  4m
ol la longueur / est essentiellement constante mais o1 la variation de la masse effective mg en
k =0 (a ne pas confondre avec celle m. al’endroit du minimum) décrit le passage d'une relation
de dispersion atteignant son minimum en k = 0 (cas 1/meg > 0) a une relation de dispersion
atteignant son minimum en un nombre d’onde non nul (cas 1/megg < 0). On fait ensuite un
grossissement autour du point de transition, en regardant dans 1'espace des 1/meg et des k a
des échelles T" telles que les deux derniers termes de I’équation (B.13) soient du méme ordre de
grandeur = kg T. Nous introduisons donc le nombre d’onde adimensionné x et le parameétre sans
dimension § qui pilote la transition :

€ =N+

1/2

(e )“4 et 5= () B4
"\ mkpT " e \mkpT12 ’

Il reste a passer a la limite T — 0 a x et 0 fixés. On approxime la force moyenne et les coefficients
de diffusion en impulsion par leur ordre dominant au point de transition, c’est-a-dire sous la
forme réduite (53) par & (k) = —ager et D, (k) = @// (k) = ag, ol1 a est le coefficient de frottement
réduit a la transition.5® Il reste a introduire le temps réduit

0=t/ _ h 15 mc? 1772 (h/ol/g’/mc)6

=it avec fp= mczﬁ(kBT) aomcl/h

pour que la marche au hasard de la quasi-particule y dans I'espace de Fourier soit décrite par un
processus stochastique adimensionné universel a un parametre et de méme bruit gaussien que
I'équation (59),

(B.15)

dx = —dfgrad, e(x) + V2dOn avec e(x)=3x*6+1x? (B.16)
Pour en extraire le coefficient de diffusion spatiale au sens de I’équation (83), nous passons par
le théoréme de régression et I'équation de Fokker—Planck comme au début de cette Annexe B et

obtenons (en posant &' = de(x)/dx)

c h aglASPA(G) slh™l|s
gsha (Sfixe o 0 - - avec Aspa(a) — Q—H
T=0m Tf_s( me ) (M) 3 fo " dxx?eet
15 \7p13 ) \me?
h= ¢ + 2 18’2 18’ 15" B
Todk® k24 K 2
(x|s) = KE/e—E(K)IZ

Nous avons ici intégré formellement sur le temps la fonction de corrélation de la vitesse écrite
comme dans I'équation (B.5), ce qui a fait apparaitre I'inverse de I'opérateur hamiltonien fictif 4.
1l se trouve que I'on sait détern}iner analytiquement 'action de h~1 surle vecteur source |s) (C’est
facile a vérifier en faisant agir & sur le résultat) :

+00 3.0 .—
Jo & dxx3elee®

3 [y dxx2ee®

(k| Y8y = k2 €2 — ASPA(§) = (B.18)

650n vérifie en effet dans I'équation (40) que, pour la relation de dispersion (B.13) et pour une limite finie de
d(m/meg)/dp a la transition 6§ = 0, Ry (u, u', w) — (1/2)(éx,0 + wép,()) oll éx o et épyo sont les valeurs en 6§ = 0 de & et
ép définis par I'équation (45). C’est bien ce qu’on obtient en prenant m/m, =0 dans I'équation (46).
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Une simple intégration par parties au numérateur de (B.18) conduit alors au résultat remarquable
ASP3(5) = 1,% en accord parfait avec la prédiction (86), qui vaut donc partout dans la zone de
transition entre les cas kg = 0 et kg > 0.

Références

[1] T.]J. Greytak, R. L. Woerner, « The two roton bound state », J. Phys. Collog. 33 (1972), n° C1, p. 269.

[2] L. P. Pitaevskii, I. A. Fomin, « Structure of the bound-state spectrum of two rotons in superfluid helium », Zh. Eksp.
Teor: Fiz. 65 (1973), p. 2516.

[3] A. Nicolis, R. Penco, « Mutual interactions of phonons, rotons and gravity », Phys. Rev. B97 (2018), article no. 134516.

[4] Y. Castin, A. Sinatra, H. Kurkjian, « Landau phonon-roton theory revisited for superfluid He-4 and Fermi gases »,
Phys. Rev. Lett. 119 (2017), article no. 260402.

[5] A. L. Gaunt, T. E Schmidutz, I. Gotlibovych, R. P. Smith, Z. Hadzibabic, « Bose-Einstein condensation of atoms in a
uniform potential », Phys. Rev. Lett. 110 (2013), article no. 200406.

[6] B. Mukherjee, Z. Yan, P. B. Patel, Z. Hadzibabic, T. Yefsah, J. Struck, M. W. Zwierlein, « Homogeneous atomic Fermi
gases », Phys. Rev. Lett. 118 (2017), article no. 123401.

[7] K. Hueck, N. Luick, L. Sobirey, J. Siegl, T. Lompe, H. Moritz, « Two-dimensional homogeneous Fermi gases », Phys.
Rev. Lett. 120 (2018), article no. 060402.
[8] P. B. Patel, Z. Yan, B. Mukherjee, R. J. Fletcher, J. Struck, M. W. Zwierlein, « Universal sound diffusion in a strongly

interacting Fermi gas », prépublication, arXiv :1909.02555, 2019.
[9] K. M. O’Hara, S. L. Hemmer, M. E. Gehm, S. R. Granade, J. E. Thomas, « Observation of a strongly interacting
degenerate Fermi gas of atoms », Science 298 (2002), p. 2179.

[10] T. Bourdel, J. Cubizolles, L. Khaykovich, K. M. Magalhaes, S. J. J. M. E Kokkelmans, G. V. Shlyapnikov, C. Salomon,
«Measurement of the interaction energy near a Feshbach resonance in a 6Li Fermi gas», Phys. Rev. Lett. 91 (2003),
article no. 020402.

[11] M. Bartenstein, A. Altmeyer, S. Ried], S. Jochim, C. Chin, J. H. Denschlag, R. Grimm, « Collective excitations of a
degenerate gas at the BEC-BCS crossover », Phys. Rev. Lett. 92 (2004), article no. 203201.

[12] M. W. Zwierlein, C. A. Stan, C. H. Schunck, S. M. E Raupach, A. J. Kerman, W. Ketterle, « Condensation of pairs of
fermionic atoms near a Feshbach resonance », Phys. Rev. Lett. 92 (2004), article no. 120403.

[13] S. Nascimbeéne, N. Navon, K. J. Jiang, E Chevy, C. Salomon, « Exploring the thermodynamics of a universal Fermi
gas», Nature 463 (2010), p. 1057.

[14] M.]J. H. Ku, A. T. Sommer, L. W. Cheuk, M. W. Zwierlein, « Revealing the superfluid lambda transition in the universal
thermodynamics of a unitary Fermi gas », Science 335 (2012), p. 563.

[15] W. Ketterle, « Making, probing and understanding ultracold Fermi gases », in Ultra-Cold Fermi Gases (M. Inguscio,
W. Ketterle, C. Salomon, éds.), Cours de I'école de physique Enrico Fermi 2006 de Varenne, SIF, Bologne, 2007,
Section 2.

[16] A. Schirotzek, Y.-i. Shin, C. H. Schunck, W. Ketterle, « Determination of the superfluid gap in atomic Fermi gases by
quasiparticle spectroscopy », Phys. Rev. Lett. 101 (2008), article no. 140403.

[17] J. Cubizolles, T. Bourdel, S. J. J. M. E Kokkelmans, G. V. Shlyapnikov, C. Salomon, « Production of long-lived ultracold
Lip molecules from a Fermi gas », Phys. Rev. Lett. 91 (2003), article no. 240401.

[18] Y. Castin, A. Sinatra, H. Kurkjian, « Erratum : Landau phonon-roton theory revisited for superfluid He-4 and Fermi
gases [Phys. Rev. Lett. 119, 260402 (2017)] », Phys. Rev. Lett. 123 (2019), article no. 239904 (E).

[19] B.Fak, T. Keller, M. E. Zhitomirsky, A. L. Chernyshev, « Roton—-phonon interaction in superfluid 4He », Phys. Rev. Lett.
109 (2012), article no. 155305.

[20] R. Combescot, M. Y. Kagan, S. Stringari, « Collective mode of homogeneous superfluid Fermi gases in the BEC-BCS
crossover », Phys. Rev. A74 (2006), article no. 042717.

[21] H. Kurkjian, Y. Castin, A. Sinatra, « Concavity of the collective excitation branch of a Fermi gas in the BEC-BCS
crossover », Phys. Rev. A93 (2016), article no. 013623.

[22] Y. Castin, 1. Ferrier-Barbut, C. Salomon, « La vitesse critique de Landau d’'une particule dans un superfluide de
fermions », C. R. Phys. 16 (2015), p. 241.

[23] L. P. Pitaevskii, « Properties of the spectrum of elementary excitations near the disintegration threshold of the
excitations », Zh. Eksp. Teor. Fiz. 36 (1959), p. 1168.

[24] L. Landau, I. Khalatnikov, « Teoriya vyazkosti Geliya-II », Zh. Eksp. Teor. Fiz. 19 (1949), p. 637, [en anglais dans
Collected papers of L. D. Landau, chapitre 69, p. 494-510, édité par D. ter Haar (Pergamon, New York, 1965)].

660n I’aura compris, cette conclusion est indépendante de la forme particuliere de la relation de dispersion réduite
£(x).

C. R. Physique — 2020, 21, n° 6, 571-618



618 Yvan Castin

[25] N. Lerch, L. Bartosch, P. Kopietz, « Absence of fermionic quasiparticles in the superfluid state of the attractive Fermi
gas », Phys. Rev. Lett. 100 (2008), article no. 050403.

[26] H. Kurkjian, Y. Castin, A. Sinatra, « Three-phonon and four-phonon interaction processes in a pair-condensed Fermi
gas », Ann. Phys. (Berlin) 529 (2017), article no. 1600352.

[27] R. Haussmann, M. Punk, W. Zwerger, « Spectral functions and rf response of ultracold fermionic atoms », Phys. Rev. A
80 (2009), article no. 063612.

[28] 1. M. Khalatnikov, « Pogloshcheniye zvuka v gelii Il », Zh. Eksp. Teor. Fiz. 20 (1950), p. 243.

[29] 1. M. Khalatnikov, D. M. Chernikova, « Relaxation phenomena in superfluid helium », Zh. Eksp. Teor. Fiz. 49 (1965),
p. 1957.

[30] D.T. Son, M. Wingate, « General coordinate invariance and conformal invariance in nonrelativistic physics : Unitary
Fermi gas », Ann. Phys. 321 (2006), p. 197.

[31] G. Bighin, L. Salasnich, P. A. Marchetti, E Toigo, « Beliaev damping of the Goldstone mode in atomic Fermi super-
fluids », Phys. Rev. A92 (2015), article no. 023638.

[32] H.Kurkjian, Y. Castin, A. Sinatra, « Brouillage thermique d'un gaz cohérent de fermions», C. R. Phys. 17 (2016), p. 789.

[33] C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc, G. Grynberg, Processus d’interaction entre photons et atomes, Collection Savoirs
Actuels, InterEditions/Editions du CNRS, Paris, 1988.

[34] Y. Castin, A. Sinatra, H. Kurkjian, « Le couplage de Landau phonon-roton revisité pour I'hélium 4 liquide et étendu
aux gaz de fermions superfluides », hal-01570314v3, 2019.

[35] Y. Castin, « Ftalement de la phase et cohérence temporelle d'un gaz de fermions condensé par paires a basse
température », C. R. Phys. 20 (2019), p. 540.

[36] M. Marini, E Pistolesi, G. C. Strinati, « Evolution from BCS superconductivity to Bose condensation : Analytic results
for the crossover in three dimensions », Eur. Phys. J. B1 (1998), p. 151.

[37] P.Langevin, «Sur la théorie du mouvement brownien », C. R. Acad. Sci. 146 (1908), p. 530.

[38] Y. Nishida, D. T. Son, « ¢ Expansion for a Fermi gas at infinite scattering length », Phys. Rev. Lett. 97 (2006), article
no. 050403.

[39] D. S. Petrov, C. Salomon, G. V. Shlyapnikov, « Scattering properties of weakly bound dimers of fermionic atoms »,
Phys. Rev. A71 (2005), article no. 012708.

[40] I. V. Brodsky, A. V. Klaptsov, M. Y. Kagan, R. Combescot, X. Leyronas, « Bound states of three and four resonantly
interacting particles », Pisma v ZhETF 82 (2005), p. 306, [JETP Lett. 82 (2005), p. 273].

[41] G. V. Skorniakov, K. A. Ter-Martirosian, « Three-body problem for short range forces. I. Scattering of low energy
neutrons by deuterons », Zh. Eksp. Teor. Phys. 31 (1957), p. 775, [Sov. Phys. JETP 4 (1957), p. 648].

[42] J. Levinsen, D. S. Petrov, « Atom-dimer and dimer—dimer scattering in fermionic mixtures near a narrow Feshbach
resonance », Eur. Phys. J. D65 (2011), p. 67.

[43] S. Giorgini, L. P. Pitaevskii, S. Stringari, « Theory of ultracold atomic Fermi gases », Rev. Mod. Phys. 80 (2008), p. 1215.

[44] E Alzetto, X. Leyronas, « Equation of state of a polarized Fermi gas in the Bose-Einstein-condensate limit », Phys.
Rev. A81 (2010), article no. 043604.

C. R. Physique — 2020, 21, n° 6, 571-618



	1. Position du problème et système modèle considéré
	2. Domaine de stabilité dans l'espace des impulsions de la quasi-particule  à T=0
	3. Amplitude de diffusion de la quasi-particule  sur un phonon de basse énergie
	4. Caractériser la marche au hasard : force moyenne, diffusion en impulsion, diffusion en position
	Annexe A. Compléments sur la diffusion –
	Annexe B. Calcul de la diffusion spatiale à basse température par le théorème de régression
	Références



