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Résumé. Nous proposons de tirer parti du très faible couplage du spin nucléaire de l’hélium 3 fondamental
à son environnement pour produire des états quantiques macroscopiques à très longue durée de vie, ici
des états comprimés du spin nucléaire, dans un gaz en cellule à température ordinaire. Pour effectuer une
mesure quantique non destructive sur une composante transverse du spin nucléaire collectif préalablement
polarisé, on allume temporairement une décharge dans le gaz, ce qui peuple l’état métastable de l’hélium
3. Le spin collectif correspondant au niveau F = 1/2 des métastables s’hybride alors légèrement avec celui
des fondamentaux par collision d’échange de métastabilité. Il reste à mesurer en continu le champ lumineux
sortant d’une cavité optique, où il a interagi de manière dispersive avec le spin collectif du métastable, pour
accéder aux fluctuations du spin nucléaire. Dans un modèle de trois spins collectifs couplés (nucléaire, du
métastable et de Stokes de la lumière) dans l’approximation de Primakoff, et pour deux schémas de mesure,
nous calculons les moments de la composante comprimée Iz du spin nucléaire collectif conditionnés au
signal optique moyenné sur le temps d’observation t . Dans le schéma de comptage de photons, nous
retrouvons que l’observable comprimée est I 2

z plutôt que Iz . Dans le schéma de détection homodyne, nous
résolvons analytiquement l’équation stochastique sur l’état du système conditionné à la mesure; la moyenne
conditionnelle de Iz dépend linéairement du signal et la variance conditionnelle de Iz n’en dépend pas.
La variance conditionnelle décroît comme (Γsqt )−1, où le taux de compression Γsq, que nous calculons
explicitement, est linéaire en l’intensité lumineuse dans la cavité à faible couplage atome-champ et sature à
fort couplage au taux effectif d’échange de métastabilité dans l’état fondamental, proportionnel à la densité
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2 Alan Serafin et al.

d’atomes métastables. Enfin, nous tenons compte de la désexcitation des métastables sur les parois, qui
induit une décohérence du spin nucléaire avec un taux ramené γα. Elle impose une limite ∝ (γα/Γsq)1/2

sur la variance conditionnelle atteinte en un temps ∝ (γαΓsq)−1/2. Une version multilingue est disponible
sur l’archive ouverte HAL à l’adresse https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03083577.

Abstract. We propose to take advantage of the very weak coupling of the ground-state helium-3 nuclear
spin to its environment to produce very long-lived macroscopic quantum states, here nuclear spin squeezed
states, in a gas cell at room temperature. To perform a quantum non-demolition measurement of a transverse
component of the previously polarized collective nuclear spin, a discharge is temporarily switched on in the
gas, which populates helium-3 metastable state. The collective spin corresponding to the F = 1/2 metastable
level then hybridizes slightly with the one in the ground state by metastability exchange collisions. To
access the nuclear spin fluctuations, one continuously measures the light field leaking out of an optical
cavity, where it has interacted dispersively with the metastable state collective spin. In a model of three
coupled collective spins (nuclear, metastable and Stokes for light) in the Primakoff approximation, and for
two measurement schemes, we calculate the moments of the collective nuclear spin squeezed component Iz
conditioned on the optical signal averaged over the observation time t . In the photon counting scheme, we
find that the squeezed observable is I 2

z rather than Iz . In the homodyne detection scheme, we analytically
solve the stochastic equation for the state of the system conditioned to the measurement; the conditional
expectation value of Iz depends linearly on the signal and the conditional variance of Iz does not depend
on it. The conditional variance decreases as (Γsqt )−1, where the squeezing rate Γsq, which we calculate
explicitly, depends linearly on the light intensity in the cavity at weak atom-field coupling and saturates at
strong coupling to the ground state metastability exchange effective rate, proportional to the metastable
atom density. Finally, we take into account the de-excitation of metastable atoms at the walls, which induces
nuclear spin decoherence with an effective rate γα. It imposes a limit ∝ (γα/Γsq)1/2 on the conditional
variance reached in a time ∝ (γαΓsq)−1/2. A multilingual version is available on the open archive HAL at
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03083577.

Mots-clés. Compression de spin, Hélium 3, Spin nucléaire, Métrologie quantique, Fonctions d’onde stochas-
tiques.

Keywords. Spin squeezing, Helium-3, Nuclear spin, Quantum metrology, Stochastic wave functions.

Manuscrit reçu le 18 décembre 2020, révisé le 19 mars 2021, accepté le 26 mars 2021.

1. Introduction

L’hélium 3 dans son état fondamental jouit de la propriété remarquable d’avoir un spin 1/2 pure-
ment nucléaire donc parfaitement isolé du monde extérieur, même dans un environnement aussi
hostile aux cohérences quantiques que celui d’un gaz d’hélium dans une cellule centimétrique
à température ordinaire et à une pression de l’ordre du millibar. Par des techniques de polarisa-
tion nucléaire bien maîtrisées, atteignant un taux de 90%, on peut préparer alors de manière rou-
tinière (par exemple à des fins d’imagerie pulmonaire par résonance magnétique nucléaire [1])
un spin nucléaire collectif géant avec une durée de vie extrêmement longue. Ainsi, un temps de
cohérence T2 supérieur à 60 heures a été mesuré dans des dispositifs de magnétométrie ultra-
précise [2], et semble limité seulement par le temps de décroissance longitudinal T1 dû aux colli-
sions avec les parois.1 Ces valeurs font du spin nucléaire macroscopique dans un gaz à l’ambiante
un système idéal pour la production, l’étude et l’utilisation d’états intriqués, et donc un compé-
titeur des gaz d’atomes froids et des condensats de Bose-Einstein en métrologie et traitement
quantique de l’information [4]. Déjà en 2005, nous avions pressenti que les spins nucléaires de
l’hélium 3 pourraient donner naissance à des mémoires quantiques [5] ou à des états quantiques
non locaux [6] de très longue durée de vie. Depuis, des percées expérimentales ont été accom-
plies dans le domaine de la compression de spin, notamment au moyen de mesures quantiques

1Des temps T1 de plusieurs centaines d’heures peuvent même être obtenus [3].
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non destructives (QND) dans des gaz atomiques d’alcalins interagissant avec un mode du champ
électromagnétique [4,7–9], qui ont permis d’obtenir récemment un état comprimé de spin d’une
durée de vie d’une seconde dans l’état hyperfin fondamental du rubidium dans des conditions
métrologiques [10]. On rappelle que, par analogie avec les états comprimés de la lumière en op-
tique quantique, un spin (ici collectif)~I est dit être dans un état comprimé si, dans une direction
Oz orthogonale à celle Ox du spin moyen, il admet des fluctuations réduites par rapport à la li-
mite quantique standard;2 ceci entraîne une précision accrue dans le pointage angulaire du spin
moyen dans cette direction, donc de sa fréquence de précession autour de l’axe O y , dans tout dis-
positif métrologique de type horloge atomique ou magnétomètre [11, 12] qui s’est suffisamment
affranchi des bruits techniques pour atteindre la limite quantique standard [13].

Transposer la technique de compression par mesure QND des spins hyperfins des alcalins au
spin nucléaire de l’hélium 3 représente cependant un réel défi, en raison même de la particularité
dudit spin, son faible couplage à l’environnement. L’état fondamental singulet de l’hélium 3,
séparé en énergie d’environ 20 eV du premier état excité, n’est pas directement accessible par
laser. Cependant, au moyen d’une décharge oscillante, une petite fraction des atomes du gaz, de
l’ordre de 10−6, peut être portée dans l’état triplet métastable, un excellent point de départ pour
des transitions optiques dans le proche infrarouge. L’orientation des spins nucléaires s’obtient
alors au travers d’un processus indirect, le pompage optique par échange de métastabilité [3].
Dans un premier temps, le moment cinétique est transféré par interaction laser-matière des
photons aux atomes métastables, a priori à leur spin électronique (le seul à être fortement
couplé au champ laser) mais a posteriori aussi à leur spin nucléaire grâce au couplage hyperfin.
Dans un deuxième temps, on tire parti des collisions d’échange de métastabilité entre atomes
métastables et atomes dans l’état fondamental pour orienter les spins nucléaires dans l’état
fondamental, avec une échelle de temps limitée par la faible densité des atomes dans l’état
métastable et de l’ordre de la seconde. Même si la collision d’échange de métastabilité peut
transférer des corrélations quantiques (voir les références [5,6]), on ne peut s’attendre à ce qu’une
seule mesure sur une petite fraction des atomes (10−6) projette l’ensemble du système dans un
état comprimé. La solution que nous proposons est d’effectuer une mesure QND en continu
démultipliée par une cavité optique résonnante dans laquelle est placée la cellule. En effet, bien
que les atomes métastables aient individuellement une durée de vie relativement courte (ils
perdent leurs corrélations quantiques et retombent dans l’état fondamental à chaque collision
avec les parois de la cellule), faire une mesure destructive en continu de la lumière qui sort
de la cavité après interaction avec les atomes métastables revient à effectuer une mesure QND
en continu sur le spin nucléaire collectif dans l’état fondamental, ce qui le prépare dans l’état
comprimé souhaité sans affecter sa durée de vie.3 Comme nous le verrons, notre procédure de
réduction des fluctuations de spin se résume plus précisément par le diagramme :

2Le bruit quantique standard correspond à des écarts-types ∆I st
y = ∆I st

z = (|〈Ix 〉|/2)1/2, c’est-à-dire au cas d’égalité
avec symétrie de révolution des fluctuations autour du spin moyen dans l’inégalité de Heisenberg ∆Iy∆Iz ≥ |〈Ix 〉|/2, nos
spins étant ici sans dimension. Une discussion plus approfondie montre que, dans la géométrie considérée, le rapport
bruit sur signal dans une mesure de fréquence de précession est en fait proportionnel à ξ = (2I )1/2∆Iz /|〈Ix 〉| (ceci fait
apparaître naturellement l’angle des fluctuations de la direction du spin dans le plan xOz) plutôt qu’au rapport ∆Iz /∆I st

z
naïvement attendu [11]. Dans le schéma que nous proposons, nous dégradons ξ2 d’un facteur ≈ 2 en utilisant un état de
spin nucléaire partiellement polarisé 〈Ix 〉/I < 1, voir la Figure 3, mais nous ambitionnons de gagner beaucoup plus avec
la compression de spin.

3Ce type de mesure diffère donc de la mesure instantanée des traités de mécanique quantique, qui projette l’état du
système dans un sous-espace propre de l’observable mesurée selon le postulat de von Neumann.

C. R. Physique — 2021, 22, n 1, 1-35
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Ce travail donne une présentation théorique détaillée du mécanisme de compression et de
ses limites ; une étude de faisabilité plus pointue prenant en compte les valeurs expérimen-
talement accessibles des paramètres est effectuée dans la référence [14]. Très récemment, des
idées similaires ont été mises en avant dans un système physique différent, le mélange alcalin-
gaz rare [15, 16]. Nous sommes confiants que la manipulation quantique des spins nucléaires à
longue durée de vie est promise à un développement rapide, ouvrant de nouvelles perspectives
pour la recherche fondamentale et les applications, en particulier en magnétométrie [9, 17–20].

2. Vue d’ensemble et description semi-classique

Le système physique considéré est représenté sur la Figure 1. Une cellule remplie d’un gaz
partiellement polarisé de quelques mbars d’atomes d’hélium 3 pur est placée à l’intérieur d’une
cavité optique. Alors que la majorité des atomes restent dans l’état singulet fondamental 11S
de l’hélium, une faible décharge porte une infime fraction des atomes, en général ' 10−6, dans
l’état triplet métastable 23S. D’une part, on injecte dans la cavité un faisceau laser se propageant
selon l’axe de la cavité Oz et polarisé linéairement selon la direction Ox, qui est également
la direction de polarisation de l’échantillon atomique, pour exciter la transition 23S–23P avec
un grand désaccord en fréquence. D’autre part, les atomes dans l’état métastable 23S (de spin
hyperfin électronique et nucléaire) sont couplés aux atomes dans l’état fondamental (de spin
purement nucléaire) par des collisions d’échange de métastabilité ; de façon remarquable, bien
que chaque collision d’échange soit individuellement incohérente, ceci conduit à un couplage
macroscopique bien défini entre les spins collectifs correspondants [21,22]. Comme l’interaction
de Faraday avec les atomes métastables fait légèrement tourner autour de l’axe Oz la polarisation
de la lumière initialement dirigée selon Ox, d’un angle proportionnel à la composante du spin
collectif des métastables selon Oz comme nous le verrons, une mesure destructive en continu
de la composante de polarisation selon O y du champ sortant de la cavité (i) par comptage de
photons comme indiqué sur la Figure 1b ou (ii) par détection homodyne comme sur la Figure 1c,
réalise in fine une mesure quantique non destructive en continu du spin nucléaire collectif selon
Oz des atomes d’hélium 3 dans l’état fondamental.

Dans le reste de cette section, par un traitement semi-classique des fluctuations des spins au-
tour de leurs valeurs moyennes dans l’état stationnaire, nous réduisons notre système physique
complexe à celui plus simple de trois spins collectifs couplés, dont la Section 3 donnera une des-
cription quantique.

La structure atomique pertinente de l’atome 3He et les transitions excitées par le champ
en cavité sont représentées sur la Figure 2. On appelle ~I le spin nucléaire collectif dans l’état
fondamental, ~J et ~K les spins collectifs associés aux multiplicités hyperfines F = 3/2 et F = 1/2
dans l’état métastable. Pour la lumière se propageant selon Oz, nous introduisons le spin de
Stokes [23] construit à partir des opérateurs de création et d’annihilation d’un photon dans les
modes de cavité polarisés linéairement selon Ox et O y :4

Sx = 1
2 (c†

x cx − c†
y cy ); Sy = 1

2 (c†
x cy + c†

y cx ); Sz = 1
2i (c†

x cy − c†
y cx ). (1)

4 De manière équivalente, on peut construire le spin de Stokes ~S en utilisant les opérateurs d’annihilation dans les

modes polarisés circulairement, c1 = (1/
p

2)(cx − icy ), c2 = (1/
p

2)(cx + icy ) [24], auquel cas Sz = (1/2)(c†
1c1 − c†

2c2).
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Figure 1. Vue d’ensemble du dispositif. (a) Cellule en verre centimétrique remplie d’un
gaz d’hélium 3 à température ambiante et placée dans une cavité optique d’axe Oz (axe
horizontal sur la figure). Le spin de Stokes de la lumière et les spins atomiques (nucléaires
et des métastables) sont polarisés linéairement selon Ox (axe vertical sur la figure). Le
mode du champ en cavité polarisé selon O y , initialement vide, se peuple par effet Faraday
sous l’action des fluctuations quantiques du spin des métastables selon Oz lors de sa
propagation dans le gaz. On le mesure en continu à l’extérieur de la cavité par l’une des
deux méthodes suivantes : (b) les photons sortant de la cavité polarisés selon O y sont
séparés de ceux polarisés selon Ox par un cube polariseur puis détectés dans le régime
de comptage de photons; (c) on effectue une détection homodyne d’une quadrature du
champ sortant polarisé selon O y , en utilisant comme oscillateur local le champ sortant
polarisé selon Ox (dont on a fait tourner au préalable la polarisation avec une lame demi-
onde pour l’amener selon O y).

Nous supposons pour simplifier que la cellule est éclairée uniformément par le mode de cavité.
Dans la limite d’un grand désaccord et d’une faible saturation de la transition atomique par le
champ, l’état excité 23P peut être éliminé adiabatiquement et l’interaction hamiltonienne entre
le spin du métastable ~K et le spin de Stokes ~S prend la forme de Faraday [23] :

H =ħχKz Sz (2)

qui n’est autre que l’opérateur de déplacement lumineux des sous-niveaux Zeeman dans le ni-
veau métastable F = 1/2, comme on le voit bien sur la forme de Sz dans la note 4. Les équations
non linéaires couplées décrivant l’évolution des spins moyens sont données dans l’Annexe A,
voir les équations (A1)–(A3). Outre l’évolution due à l’hamiltonien de Faraday (2) et aux colli-
sions d’échange de métastabilité, elles incluent la contribution des termes liouvilliens habituels
dans l’équation pilote décrivant l’injection d’un champ cohérent polarisé selon Ox dans la ca-
vité et les pertes dues au miroir de sortie, dont l’effet combiné conduit à 〈Sx〉 = nph/2 dans l’état
stationnaire en l’absence d’atomes, nph étant le nombre moyen de photons dans le mode po-
larisé selon Ox. Ces équations sont ensuite linéarisées autour d’une solution stationnaire par-
tiellement polarisée (A8)–(A9), et les fluctuations du spin ~J et du tenseur d’alignement collec-
tif dans F = 3/2 sont éliminées adiabatiquement5 pour obtenir des équations couplées sur les

5Nous pensons que cette approximation non mathématiquement contrôlée est raisonnable pour l’expérience propo-
sée, car le spin~J n’est pas directement couplé à la lumière donc n’est pas directement affecté par la mesure du champ en
continu. En revanche, si l’on éliminait de même les fluctuations du spin ~K , directement couplé au champ, on commet-
trait une erreur non négligeable sur la dynamique de compression du spin dans le cas de la détection par comptage de
photons (revenant à omettre le saut double Cd dans l’équation pilote (37) et le taux Γ0 dans le nombre moyen de photons
comptés (45) donc à sous-estimer fortement le nombre de photodétections requises pour atteindre un niveau de com-
pression donné), mais une erreur négligeable dans le cas de la détection homodyne, comme nous l’avons vérifié sur le
modèle à un mode de la Section 3.4.

C. R. Physique — 2021, 22, n 1, 1-35



6 Alan Serafin et al.

Figure 2. Niveaux d’énergie utiles de l’atome 3He (les sous-niveaux Zeeman corres-
pondent au choix de Oz comme axe de quantification, les atomes étant polarisés selon
Ox). Le mode du champ en cavité polarisé selon Ox excite la transition C8 entre le niveau
F = 1/2 de l’état métastable 23S1 et le plus haut niveau d’énergie F = 1/2 de l’état excité
23P , avec un désaccord en fréquence négatif beaucoup plus grand en valeur absolue que
la mi-largeur Doppler de l’état excité (de l’ordre de 1 GHz), afin que la classe de vitesse ré-
sonnante avec le laser soit presque vide, mais beaucoup plus faible que le clivage hyper-
fin de 6,74 GHz dans l’état métastable (et a fortiori que le clivage fin 23P1 − 23P0 de 29,6
GHz dans l’état excité), afin que le niveau métastable F = 3/2 soit très peu affecté par le
laser. (Note : l’espacement en fréquence ne permet pas de satisfaire largement à ces deux
contraintes, et l’on ne peut exclure que le couplage de F = 3/2 au champ n’ait un petit effet
sur la dynamique de compression; nous le négligeons ici mais on pourrait en tenir compte
avec un hamiltonien plus complet que notre modèle minimal (2), comme celui de la réfé-
rence [23]. Nous avons par ailleurs vérifié, au moyen de cette référence, qu’il n’existe pas
de fréquence laser « magique » loin de résonance permettant d’annuler la contribution du
tenseur d’alignement du niveau F = 3/2 à l’opérateur de déplacement lumineux.) Les six
sous-niveaux de l’état métastable 23S1 sont couplés aux deux sous-niveaux (purement nu-
cléaires) de l’état fondamental 11S0 par les collisions d’échange de métastabilité.

fluctuations des trois spins collectifs ~I , ~K et ~S, dont les valeurs moyennes stationnaires sont
données par :

〈~I 〉s = N

2
~ux ; 〈~K 〉s = n

2
~ux ; 〈~S〉s =

nph

2
~ux (3)

Ici ~ux est le vecteur unitaire selon Ox, N et n sont les nombres effectifs d’atomes fondamentaux
et métastables participant à la dynamique des spins collectifs. Comme nous le montrons dans
l’Annexe A, ces nombres effectifs sont renormalisés par rapport aux nombres totaux vrais Ncell et
ncell dans la cellule, par des facteurs dépendant de la polarisation :

N = ηNcell; n =
(

1−η2

3+η2

)
ηncell (4)

C. R. Physique — 2021, 22, n 1, 1-35
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Figure 3. (a) Taux effectifs d’échange de métastabilité γ f (courbe du bas, en rouge) et γm

(courbe du haut, en bleu) d’après l’équation (8) dans l’état fondamental et métastable en
fonction de la polarisation nucléaire η, normalisés par les taux des collisions d’échange
de métastabilité 1/T et 1/τ subies par un atome fondamental et métastable dans le gaz.
(b) Dépendance en polarisation nucléaire de la pulsation de Faraday Ωα entrant dans
le taux de création d’excitations par le couplage de Faraday dans le mode bosonique
nucléaire hybridé (32) et dans les taux de compression de spin (49) et (95), dans la limite
γ f ¿ γm ; plus précisément, on représente le facteur f (η) = p

η((1−η2)/(3+η2)) tel que

Ωα ' Ω(γ f /γm)1/2 = χ
p

nphncell
√

ncell/Ncell f (η). Lorsque la polarisation varie entre 0,3
et 0,5 (lignes tiretées verticales), f (η) s’écarte de 4% de son maximum ' 0,17 atteint en
η= 0,42. Il est donc avantageux de se placer près de cette valeur de η pour réduire la dérive
temporelle de Ωα due à un léger amortissement de la polarisation nucléaire pendant la
compression de spin (en effet, le processus de pompage optique est alors interrompu et la
durée de vie de la polarisation est réduite par la présence de la décharge, elle devient de
l’ordre de γ−1

α , où γα est le taux de décohérence ramené de la Section 4.2.4).

où η ∈ [0,1] est la polarisation nucléaire,6 et les équations semi-classiques sur les fluctuations des
trois spins collectifs s’écrivent :

d

dt
δSz = −κ

2
δSz

d

dt
δSy =−κ

2
δSy +χ〈Sx〉sδKz (5)

d

dt
δIz = −γ f δIz +γmδKz

d

dt
δIy =−γ f δIy +γmδKy (6)

d

dt
δKz = −γmδKz +γ f δIz

d

dt
δKy =−γmδKy +γ f δIy +χ〈Kx〉sδSz (7)

Ici, κ est le taux de perte de la cavité, γm et γ f sont les taux effectifs d’échange de métastabilité
dans l’état métastable et dans l’état fondamental. Ces derniers dépendent de la polarisation
nucléaire comme ci-dessous et sur la Figure 3a, et sont dans le même rapport que les nombres
d’atomes effectifs N et n (4) constituant les spins collectifs :

γ f =
4+η2

8−η2

1−η2

3+η2

1

T
; γm = 4+η2

8−η2

1

τ
;

γm

γ f
= N

n
À 1 (8)

les taux individuels des collisions d’échange de métastabilité 1/T et 1/τ subies par un atome dans
l’état fondamental et dans l’état métastable étant proportionnels à ncell et Ncell avec la même
constante de proportionnalité. Sur la Figure 3b, nous montrons également la dépendance en

6Notons que n = 0 dans le cas entièrement polarisé η= 1. En effet, toute la population de l’état métastable se trouve
alors dans le sous-niveau Zeeman extrême mx = 3/2 de l’état hyperfin F = 3/2 et la multiplicité F = 1/2 est vide.
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polarisation nucléaire du couplage de Faraday effectifΩα (26) entre la lumière et le spin nucléaire
hybridé par le métastable, qui contrôle le taux de compression de spin comme nous le verrons.

3. Description quantique

Dans la Section 2, nous avons vu que l’on peut modéliser notre système physique complexe sous
la forme de trois spins collectifs couplés (3) : le spin nucléaire ~I dans l’état fondamental, le spin
~K dans le niveau hyperfin F = 1/2 de l’état métastable et le spin de Stokes ~S du champ lumineux
en cavité. Dans cette section, nous présentons le traitement quantique complet de ce modèle.
Après avoir introduit l’approximation de Primakoff, nous passons à la description quantique de
l’échange de métastabilité qui couple les spins nucléaire et métastable.

3.1. Approximation de Primakoff et gain métrologique dû à la compression

Initialement, le spin nucléaire collectif ~I , le spin collectif du métastable ~K et le spin de Stokes ~S
de la lumière sont polarisés selon Ox, et le resteront pendant toute la procédure expérimentale.
Dans l’approximation de Holstein–Primakoff, qui assimile les composantes de spin macrosco-
piques selon Ox à des variables classiques, les composantes O y et Oz restantes, orthogonales
aux spins moyens, se comportent comme les opérateurs de quadratures (parties hermitienne et
antihermitienne d’opérateurs d’annihilation donc canoniquement conjuguées, [X ,P ] = i/2) de
trois modes bosoniques a, b, c :7

Iyp
N

Primakoff' Xa = a +a†

2
;

Kyp
n

Primakoff' Xb = b +b†

2
;

Syp
nph

Primakoff' Xc = c + c†

2
(9)

Izp
N

Primakoff' Pa = a −a†

2i
;

Kzp
n

Primakoff' Pb = b −b†

2i
;

Szp
nph

Primakoff' Pc = c − c†

2i
. (10)

Nous avons tenu compte des valeurs moyennes (3) dans la normalisation. Faisons le lien avec la
représentation bosonique exacte (1) du spin de Stokes en écrivant :

Syp
nph

− i
Szp
nph

= 1p
nph

c†
y cx

Primakoff' c†
y ;

Syp
nph

+ i
Szp
nph

= 1p
nph

c†
x cy

Primakoff' cy (11)

Ceci montre que l’opérateur de création c† dans (9)–(10), identifié avec c†
y dans l’approximation

de Primakoff, transfère un photon du mode de cavité fortement peuplé par un état cohérent po-
larisé selon Ox dans le mode de cavité initialement vide polarisé selon O y . Dans l’approximation
de Primakoff, l’hamiltonien du couplage de Faraday atome-champ (2) s’écrit :

H =ħΩPbPc avec Ω=χ√
nnph. (12)

Comme χ ne dépend pas de l’intensité du champ dans la cavité, Ω2 est proportionnel à cette
intensité. Pour finir, écrivons en termes des variables de Primakoff le paramètre ξ de la référence
[11] quantifiant le niveau de compression de spin utilisable dans un magnétomètre (le gain
métrologique est d’autant plus élevé que ξ est plus faible, voir notre note 2), Oz étant la direction
transverse au spin moyen de plus forte compression et le spin nucléaire collectif étant de nombre
quantique I = Ncell/2 :

ξ2 ≡ 2I Varsignal(Iz )

〈Ix〉2 = 4Varsignal(Pa)

η
(13)

7Si nous considérons un grand spin ~S polarisé selon Ox, nous pouvons approximer la composante de spin dans cette

direction par une variable classique, en posant Ŝx ' 〈Ŝx 〉 si bien que [Ŝy /
√

2〈Ŝx 〉, Ŝz /
√

2〈Ŝx 〉] ' i/2.
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La polarisation nucléaire η étant fixée, et une mesure quantique non destructive étant effectuée
en continu sur le spin nucléaire, il faut chercher à minimiser la variance de Pa conditionnée
au signal de mesure à définir, en la faisant descendre le plus en dessous possible de sa valeur
initiale 1/4.

3.2. Équation pilote pour l’échange de métastabilité

Considérons dans cette sous-section l’évolution du système due au seul échange de métastabilité
(χ= 0). Dans un traitement quantique, les équations classiques (6)–(7) deviennent des équations
stochastiques incluant les fluctuations quantiques. Dans l’approximation de Primakoff, cela
donne pour les quadratures X dans l’état métastable et fondamental :

dXa =−γ f Xa dt +√
γmγ f Xb dt +dX stoch

a ; dXb =−γm Xb dt +√
γmγ f Xa dt +dX stoch

b (14)

où l’on a utilisé la troisième égalité de l’équation (8). Les bruits de Langevin dX stoch
i , avec i ∈

{a,b}, ont une moyenne nulle, sont des variables aléatoires indépendantes à des temps différents
et ont des variances et des covariances à temps égaux calculées dans la référence [5] :

〈dX stoch
i dX stoch

j 〉 = Di j dt avec D = 1

2

(
γ f −pγmγ f

−pγmγ f γm

)
(15)

On a des équations de même forme que (14) pour les quadratures Pi , avec d’autres bruits de
Langevin dP stoch

i , de même matrice de covariance que l’équation (15) entre eux mais de matrice
de covariance avec les bruits dX stoch

i donnée par

〈dX stoch
i dP stoch

j 〉 =Di j dt avec D = iD (16)

Pour le calcul des valeurs moyennes et des variances des observables atomiques, cette formula-
tion stochastique équivaut à une équation pilote sur l’opérateur densité atomique ρat des deux
modes bosoniques a et b :

dρat

dt
=CρatC

† − 1

2
{C †C ,ρat} avec C =

√
2γ f a −√

2γmb (17)

En effet, la représentation stochastique de Langevin de l’équation pilote (17) pour un opérateur
quelconque A s’écrit

dA = dt

2
{C †[A,C ]− [A,C †]C }+dAstoch où dAstoch = [C †, A]dB +dB †[A,C ] (18)

et dB est un opérateur stochastique markovien de moyenne nulle, de matrice de covariance à
temps égaux

〈dB dB †〉 = dt ; 〈dB dB〉 = 〈dB † dB †〉 = 〈dB † dB〉 = 0. (19)

Pour être complets, esquissons un autre raisonnement, qui fait l’économie des bruits de Langevin
quantiques. Il suffit d’admettre que les équations d’évolution sur les moyennes 〈Xi 〉 et 〈Pi 〉 tirées
de (6)–(7) dérivent d’une équation pilote de la forme de Lindblad (52). Comme ces équations sont
linéaires, les opérateurs de saut Cm encadrant ρat dans l’équation pilote sont des combinaisons
linéaires de a et b. Ceci redonne (17).
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3.3. Équation pilote à trois modes

L’évolution complète, comprenant l’interaction atome-champ d’hamiltonien hermitien H (12),
l’échange de métastabilité et les pertes de la cavité, est décrite par l’équation pilote8

dρ

dt
= 1

iħ [H ,ρ]+κ
(
cρc† − 1

2
{c†c,ρ}

)
+CρC † − 1

2
{C †C ,ρ} (20)

où C est l’opérateur de saut pour l’échange de métastabilité (17),κ est le taux de perte de la cavité,
γm et γ f sont les taux effectifs d’échange de métastabilité dans l’état métastable et fondamental.

Initialement, les trois modes sont dans l’état vide correspondant à un état polarisé pour les
trois spins. Pour cet état initial, les premiers moments des quadratures restent nuls, et l’on peut
obtenir un système fermé d’équations sur les seconds moments. On trouve que les quadratures
P restent de variances constantes et de covariances nulles dans les trois modes,

〈P 2
a〉(t ) = 〈P 2

b〉(t ) = 〈P 2
c 〉(t ) = 1

4 ; 〈PaPb〉(t ) = 〈PaPc〉(t ) = 〈PbPc〉(t ) = 0 (21)

que la variance 〈X 2
c 〉 reste bornée et que les covariances 〈Xa Xc〉 et 〈Xb Xc〉 restent nulles, tandis

que les variances et la covariance des quadratures Xa et Xb , et donc le nombre d’excitations
dans les modes atomiques,9 divergent linéairement en temps, du moins tant que l’approximation

8Nous négligeons ici l’évolution interne des modes atomiques (précession de spin) en supposant que les sous-niveaux
Zeeman sont dégénérés dans l’état fondamental et dans le niveau métastable F = 1/2, donc que le champ magnétique
extérieur est nul, ~B =~0. Cette hypothèse simplificatrice appelle les commentaires suivants. (i) Dans l’expérience, on
prévoit d’imposer un champ directeur selon Ox de l’ordre du µT pour éviter une précession « sauvage » du spin moyen
autour d’un champ magnétique résiduel de direction inconnue [14]. D’un point de vue théorique, on se place alors dans le

référentiel tournant autour de Ox à la pulsation de Larmor correspondanteω(x)
L du spin nucléaire pour éliminer ce champ

directeur [il faudrait en toute rigueur compenser l’écart entre les pulsations de Larmor métastable et fondamentale,
par exemple au moyen d’un champ magnétique fictif créé par déplacement lumineux, mais cette précaution semble
superflue car la pulsation de Larmor métastable reste petite devant le taux effectif d’échange de métastabilité γm ] ; il

faut en principe faire tourner aussi la cavité à la vitesse angulaire ω(x)
L pour qu’elle soit immobile dans le référentiel

tournant ; si la cavité reste fixe dans le référentiel du laboratoire, on peut établir le couplage de Faraday et effectuer
une mesure du champ sortant de la cavité non plus en continu mais de manière stroboscopique (à chaque fois que
la direction à comprimer en spin se confond avec l’axe optique) [7]. (ii) S’il existe pendant la phase de compression
un petit champ magnétique statique parasite (en plus du champ directeur) dans le plan yOz, d’angle φ avec O y , ce

champ tourne à la pulsation −ω(x)
L dans le référentiel tournant ; dans l’équation stochastique du modèle à un mode

(58) pour la détection homodyne, ceci ajoute une contribution d’hamiltonien hermitien Hα =p
Nħω(y)

L (Ωβ/Ω)[cos(φ−
ω(x)

L t )Xα + sin(φ−ω(x)
L t )Pα] où ω

(y)
L ¿ ω(x)

L est la pulsation de Larmor du spin nucléaire dans le champ parasite et
Ωβ/Ω est donné par l’équation (26). Le terme en Pα s’absorbe dans un changement de phase de l’ansatz (59). Le terme
en Xα ne change pas le paramètre u de l’ansatz (59) donc la variance de Pα dans une réalisation mais ajoute une

partie déterministe oscillante à P̄α, à savoir (
p

Nω
(y)
L /2ω(x)

L )(Ωβ/Ω)[sin(φ−ω(x)
L t ) − sinφ] et, d’après (65), une partie

déterministe
p
Γex(Ωβ/Ω)(

p
Nω

(y)
L /2ω(x)

L ){[cos(φ−ω(x)
L t )−cosφ]/(ω(x)

L t )−sinφ} au signal intégréσ(t ). Le terme en sinφ
dans le signal peut être annulé en jouant sur l’instant initial « t = 0 » de la phase de compression; les autres contributions

s’annulent pour une durée t de l’expérience multiple entier de 2π/ω(x)
L . (iii) Si l’on veut utiliser l’état comprimé de spin

pour mesurer un champ magnétique, on éteint la décharge et le champ directeur et on s’arrange pour que le champ
à mesurer ~Bmes soit orienté selon O y . Le spin nucléaire collectif précesse alors dans le plan xOz d’un angle qu’il faut
mesurer pour remonter à Bmes, et la direction de compression initiale Oz est justement celle qu’il faut pour réduire
l’incertitude de pointage angulaire sur le spin. Une autre stratégie consiste à partir d’un état polarisé ordinaire, non
comprimé, du spin nucléaire et à effectuer, décharge allumée mais champ directeur éteint, la mesure en continu du
champ lumineux sortant de la cavité en présence de Bmes~uy ; dans le modèle à un mode avec détection homodyne de la

Section 4.2.2, on retombe alors sur les propositions de magnétométrie des références [17, 18].
9Pour l’état initial considéré, on a à tout temps 〈Xa〉 = 0 et 〈X 2

a〉 − 1/4 = 〈a†a〉, où 〈a†a〉 est le nombre moyen

d’excitations dans le mode de spin nucléaire, si bien que Var Xa = 〈a†a〉+ 1/4 ; en effet, on a a†a + 1/2 = X 2
a +P 2

a . Les
mêmes relations valent pour les deux autres modes.
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de Primakoff est applicable. Nous donnons ici explicitement seulement les comportements aux
temps longs :

〈X 2
a〉(t ) =

t→+∞
γmγ f

(γm +γ f )2

Ω2t

4κ
+O(1) 〈X 2

b 〉(t ) =
t→+∞

γ2
f

(γm +γ f )2

Ω2t

4κ
+O(1)

〈Xa Xb〉(t ) =
t→+∞

γ1/2
m γ3/2

f

(γm +γ f )2

Ω2t

4κ
+O(1) 〈X 2

c 〉(t )− 1

4
→

t→+∞

(
Ω

2κ

)2 (
1− 2γm

κ+2(γm +γ f )

)
.

(22)

3.4. Modèle à un mode

Dans cette sous-section, nous établissons une équation pilote à un mode décrivant l’évolution
lente du spin nucléaire dans la limite

Γex ¿ γ f < γm et Γex ¿ κ (23)

où Γex est un taux de création d’excitations dans le mode bosonique nucléaire hybridé α défini
plus bas sous l’effet du couplage de Faraday (il suffit de savoir ici que Γex ∝Ω2 si bien que (23) est
une limite de couplage de Faraday faibleΩ→ 0). Il convient à cette fin d’introduire les opérateurs
bosoniques d’annihilation dans une base astucieusement tournée, au moyen des combinaisons
linéaires suivantes des opérateurs a et b :

α=
√

γm

γm +γ f
a +

√
γ f

γm +γ f
b; β=

√
γm

γm +γ f
b −

√
γ f

γm +γ f
a (24)

α et β correspondent en effet aux modes propres de la partie d’échange de métastabilité de
l’équation pilote à trois modes (20) (en pratique, on a γm À γ f , voir l’équation (8), si bien que le
modeβ correspond au spin du métastable légèrement hybridé avec le spin de l’état fondamental,
etα au spin nucléaire légèrement hybridé avec le spin du métastable). Tandis que le modeα subit
une divergence en temps de son nombre moyen d’excitations (d’où la possibilité de définir un
taux Γex), le mode β est fortement amorti et tend vers une valeur stationnaire (voir les résultats
(21) et (22), qui montrent que 〈P 2

β
〉 = 1/4 et 〈X 2

β
〉 = O(1) où Xβ = (β+β†)/2), ce qui permettra de

l’éliminer adiabatiquement, tout comme le champ en cavité. Dans cette nouvelle base, l’équation
pilote à trois modes (20) prend la forme

dρ

dt
= 1

iħ [H ,ρ]+κ
(
cρc† − 1

2
{c†c,ρ}

)
+γβ

(
βρβ† − 1

2
{β†β,ρ}

)
(25)

oùγβ ≡ 2(γm+γ f ) et, en notant Pα = (α−α†)/2i et Pβ = (β−β†)/2i les quadratures P des nouveaux
modes,

H =ħ(ΩαPα+ΩβPβ)Pc avec Ωα ≡Ω
√

γ f

γm +γ f
et Ωβ≡Ω

√
γm

γm +γ f
(26)

La référence [25] explique en toute généralité comment effectuer une élimination adiabatique
au niveau de l’équation pilote. Ici, nous préférons l’effectuer, comme dans la référence [26], en
couplage de Faraday faibleΩ→ 0 dans le formalisme des fonctions d’onde Monte-Carlo [27, 28],
où l’opérateur densité solution de l’équation pilote (25) s’obtient par moyenne de cas purs sur
des réalisations stochastiques indépendantes, chaque réalisation correspondant à l’évolution
déterministe d’un vecteur d’état non normalisé |ψ(t )〉 sous l’action de l’hamiltonien effectif non
hermitien

Heff = H − iħ
2

(κc†c +γββ†β) (27)
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interrompue aléatoirement par des sauts quantiques (évolutions discontinues |ψ〉 → C |ψ〉)
d’opérateurs de saut

Cc =
p
κc et Cβ =

√
γββ. (28)

En l’absence du couplage cohérent Ω dans (26) le mode métastable hybridé et le mode de
cavité restent dans l’état vide initial. Au premier ordre en Ω, cet état est couplé à des états à
une excitation dans la cavité (par l’action de Pc ) et à zéro ou une excitation dans le mode du
métastable hybridé (par l’action de Pα ou de Pβ). Nous pouvons alors tronquer le vecteur d’état
Monte-Carlo |ψ〉 dans la base de Fock {|nα〉fond|nβ〉méta|nc〉cav} comme suit,

|ψ〉 = |ψ00
α 〉|0〉|0〉+ |ψ01

α 〉|0〉|1〉+ |ψ11
α 〉|1〉|1〉 (29)

en commettant une erreur de norme O(Ω2). Sous l’effet de l’hamiltonien effectif (27), les compo-
santes rapides |ψ01

α 〉 et |ψ11
α 〉 rejoignent exponentiellement un régime de suivi adiabatique de la

composante lente |ψ00
α 〉 avec des taux κ/2 ou (κ+γβ)/2. D’où leur élimination adiabatique dans

la limite (23)10

|ψ11
α 〉adiab ' iΩβ

2(κ+γβ)
|ψ00

α 〉 et |ψ01
α 〉adiab ' Ωα

κ
Pα|ψ00

α 〉 (30)

On reporte les expressions de |ψ11
α 〉adiab, |ψ01

α 〉adiab dans l’équation d’évolution hamiltonienne de
|ψ00

α 〉 pour obtenir

iħ d

dt
|ψ00

α 〉 =− iħ
2

(ΓexP 2
α+Γ0)|ψ00

α 〉 ≡ H 00
eff|ψ00

α 〉 (31)

où l’on a introduit les taux

Γex =
Ω2
α

κ
et Γ0 =

Ω2
β

4(κ+γβ)
(32)

En étudiant l’effet de l’opérateur de saut de cavité Cc et de saut d’échange de métastabilité
Cβ sur le vecteur d’état (29), nous pouvons interpréter l’hamiltonien effectif de l’équation (31).
(i) Considérons d’abord l’effet d’un saut de cavité, qui se produit à l’instant t avec un taux
κ(〈ψ11

α |ψ11
α 〉 + 〈ψ01

α |ψ01
α 〉)adiab/〈ψ00

α |ψ00
α 〉. Juste après le saut, le vecteur d’état, initialement en

régime de suivi adiabatique, devient

|ψ(t+)〉 =Cc |ψ(t−)〉adiab ∝|ψ01
α (t−)〉adiab|0〉 |0〉+|ψ11

α (t−)〉adiab|1〉 |0〉 (33)

C’est la superposition d’une composante instable |1〉 |0〉 et d’une composante stable |0〉 |0〉. Avec
une probabilité 〈ψ11

α |ψ11
α 〉adiab/(〈ψ01

α |ψ01
α 〉 + 〈ψ11

α |ψ11
α 〉)adiab le saut de cavité est alors suivi d’un

saut d’échange de métastabilité avant que le vecteur d’état du système n’ait le temps de rejoindre

10Dans le suivi adiabatique, les probabilités d’occupation des composantes excitées sont 〈ψ11
α |ψ11

α 〉adiab/〈ψ|ψ〉 =
[Ω2

β
/4(κ+ γβ)2]〈ψ00

α |ψ00
α 〉/〈ψ|ψ〉 et 〈ψ01

α |ψ01
α 〉adiab/〈ψ|ψ〉 = (Γex/κ)〈ψ00

α |P 2
α|ψ00

α 〉/〈ψ|ψ〉 où l’on a utilisé (32). Dans la

limite (23), on vérifie aisément qu’elles sont ¿ 1, si bien que presque toute la population est dans la composante
|ψ00
α 〉 |0〉 |0〉 comme il se doit, ce qui nous permettra dans la suite de remplacer 〈ψ|ψ〉 par 〈ψ00

α |ψ00
α 〉. On vérifie également

qu’une autre condition de validité de l’élimination adiabatique, à savoir la lenteur de l’évolution du spin nucléaire hybridé
α par rapport aux variables rapides, qui s’écrit ici Γex,Γ0 ¿ κ,κ+γβ, est satisfaite. Ces considérations ne permettent
cependant pas de montrer que la condition Γex ¿ γ f est nécessaire (sauf si κ¿ γβ). Pour le voir en toute généralité, nous

poussons à l’ordreΩ4 le calcul de l’hamiltonien effectif H00
eff = PHeffP +PHQ(zQ −QHeffQ)−1QHP dans le sous-espace

nβ = nc = 0 sur lequel P projette (ici Q = 1−P et z = O(Ω2)). Qualitativement, à cet ordre, par action de Hα puis Hβ sur

|ψ00
α 〉 |0〉 |0〉 (avec la notation évidente H = Hα+Hβ), on crée virtuellement une excitation β seule, relaxant au taux γβ/2,

d’où la condition d’adiabaticité supplémentaire Γ0 ¿ γβ ; jointe à Γ0 ¿ κ et γ f < γm , elle implique Γex ¿ γ f puisque
Γex/γ f = (Γ0/κ+Γ0/γβ)(4γβ/γm ) < 16(Γ0/κ+Γ0/γβ). Quantitativement, nous trouvons une correction au coefficient de

P 2
α dans H00

eff de type HαG0HβG0HβG0Hα (G0 est la résolvante de Heff pour Ω = 0) de la forme ħΓexΩ
2
β

/γβκ, qui doit

être négligeable, ce qui impose Ω2
β

/γβκ¿ 1, c’est-à-dire Γex ¿ γ f compte tenu de γ f < γm . Les corrections au terme

scalaire sont négligeables dès que Γ0 ¿ γβ,κ, et le nouveau terme en P 4
α qui apparaît est négligeable devant ħΓexP 2

α pour

Pα =O(1) si Γex ¿ κ.
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sa valeur adiabatique. On a dans ce cas un « saut double », qui en définitive n’affecte pas la
composante |ψ00

α (t−)〉 puisque

CβCc |ψ(t−)〉adiab ∝|ψ00
α (t−)〉 |0〉 |0〉 (34)

Ce processus contribue au terme scalaire (proportionnel à l’identité) dans l’hamiltonien effectif
de l’équation (31). Avec la probabilité complémentaire 〈ψ01

α |ψ01
α 〉adiab/(〈ψ01

α |ψ01
α 〉+〈ψ11

α |ψ11
α 〉)adiab

le vecteur d’état rejoint sa valeur adiabatique avant que d’autres sauts ne se produisent, et est
asservi à |ψ(01)

α (t−)〉adiab ∝Pα|ψ00
α (t−)〉, c’est-à-dire que la composante lente |ψ00

α (t−)〉 a subi
de manière effective un saut quantique simple avec un opérateur de saut proportionnel à Pα.
Ce processus correspond au premier terme, proportionnel à P 2

α, dans l’hamiltonien effectif
de l’équation (31). (ii) Supposons ensuite que le saut à l’instant t est un saut d’échange de
métastabilité, ce qui se produit avec un taux γβ〈ψ11

α |ψ11
α 〉adiab/〈ψ00

α |ψ00
α 〉. On vérifie dans ce

cas que le vecteur d’état après le saut, Cβ|ψ(t−)〉, est entièrement instable et subit presque
immédiatement un second saut, un saut de cavité. L’effet total correspond là encore à un
saut double et à l’action d’un opérateur scalaire sur la composante lente. Nous tirons de cette
discussion les taux de saut simple et de saut double suivants :

Γs = κ(〈ψ11
α |ψ11

α 〉+〈ψ01
α |ψ01

α 〉)adiab

〈ψ00
α |ψ00

α 〉
〈ψ01

α |ψ01
α 〉adiab

(〈ψ01
α |ψ01

α 〉+〈ψ11
α |ψ11

α 〉)adiab
= Γex

〈ψ00
α |P 2

α|ψ00
α 〉

〈ψ00
α |ψ00

α 〉 ≡ Γex〈P 2
α〉
(35)

Γd = κ(〈ψ11
α |ψ11

α 〉+〈ψ01
α |ψ01

α 〉)adiab

〈ψ00
α |ψ00

α 〉
〈ψ11

α |ψ11
α 〉adiab

(〈ψ01
α |ψ01

α 〉+〈ψ11
α |ψ11

α 〉)adiab
+ γβ〈ψ11

α |ψ11
α 〉adiab

〈ψ00
α |ψ00

α 〉 = Γ0. (36)

On obtient finalement l’équation pilote à un mode décrivant l’évolution lente de l’opérateur
densité ρα du mode bosonique α (hybridé mais presque purement de spin nucléaire) :

dρα
dt

=CsραC †
s −

1

2
{C †

s Cs ,ρα}+CdραC †
d − 1

2
{C †

dCd ,ρα} (37)

en termes de deux sauts quantiques, le saut simple (uniquement de cavité) Cs et le saut double
(de cavité et d’échange de métastabilité dans cet ordre ou dans l’autre) Cd :

Cs =
√
ΓexPα; Cd =

√
Γ01. (38)

De l’équation (37) intégrée pour l’état initial vide de α, on tire :

〈X 2
α〉 = 1

4 (1+Γext ); 〈P 2
α〉 = 1

4 (39)

ce qui désigne effectivement Γex comme un taux de création d’excitations dans le mode α.
En revenant à la base atomique initiale (non tournée) et en limitant le vecteur d’état (29) à
son premier terme, on retrouve l’équation (21) et les trois premiers résultats de l’équation
(22) du modèle à trois modes, pourtant valables à couplage de Faraday Ω quelconque, pas
nécessairement infinitésimal. Enfin, le nombre moyen de photons polarisés selon O y sortant de
la cavité par unité de temps, donné dans le modèle à un mode par Γ0+Γex/4 comme le montrera
l’équation (45), est en accord avec la valeur exacte κ〈c†c〉s où le nombre moyen stationnaire de
photons polarisés selon O y dans la cavité 〈c†c〉s = 〈X 2

c 〉s −1/4 est le dernier résultat de (22).11

11En revanche, la valeur de 〈c†c〉adiab dans la forme adiabatique (30) du vecteur d’état ne représente pas ce nombre.
La solution du paradoxe tient à l’existence de la voie de désexcitation (ii), celle de l’annihilation en premier saut de
l’excitation nβ = 1 dans le mode du métastable immédiatement suivie par la perte d’un photon en cavité. Le vrai taux

de sortie de photons polarisés selon O y est donc κ〈c†c〉adiab +γβ〈β†β〉adiab.
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4. Mesure quantique non destructive du spin nucléaire en continu

Les moyennes quantiques calculées dans la Section 3 correspondent seulement aux moyennes
d’ensemble sur un nombre infini de réalisations de l’expérience. Dans cette section, nous étu-
dions ce qui nous intéresse vraiment, l’évolution du système dans une ou plusieurs réalisations
données, conditionnée aux résultats d’une mesure en continu sur la lumière polarisée selon O y
sortant de la cavité. Pour cela, nous revenons à la formulation en termes de fonctions d’onde
Monte-Carlo, comme dans la Section 3, où des trajectoires stochastiques |ψ(t )〉 correspondant à
une succession particulière de sauts quantiques reconstruisent l’opérateur densité du système
conditionné à des résultats de mesure [28]. La forme précise des opérateurs de saut Monte-Carlo,
qui n’est pas unique dans la reformulation stochastique d’une équation pilote, est alors détermi-
née par les mesures particulières effectuées.

4.1. Étude de la compression par comptage de photons : résultats analytiques à un mode
et numériques à trois modes

Supposons que l’on compte en continu et directement (par photodétection) le nombre de
photons polarisés selon O y sortant de la cavité (voir la Figure 1b), comme l’a proposé la référence
[29]. L’opérateur de saut associé à cette mesure est

p
κc, de sorte que l’équation pilote à trois

modes (20) est déjà sous la bonne forme pour analyser l’évolution du vecteur d’état |ψ(t )〉
conditionnée à la mesure.

Il en va de même dans la limite d’un faible couplage de Faraday,Ω→ 0, qui conduit au modèle
à un mode de la Section 3.4. Comme les opérateurs de saut Cd et Cs de son équation pilote
(37) correspondent tous deux à la perte en cavité d’un photon polarisé selon O y (rappelons-
le, Cd résulte d’un saut de cavité immédiatement suivi ou précédé d’un saut d’échange de
métastabilité, et Cs d’un saut simple de cavité), la mesure ne peut faire la distinction entre les
deux, et l’opérateur densité conditionné à un nombre donné n de photons détectés est obtenu
en moyennant sur des réalisations ayant ce même nombre total n de sauts. Un vecteur d’état
Monte-Carlo non normalisé ayant subi ces n sauts pendant la durée t s’écrit

|ψ(t )〉 = e−
i
ħ H 00

eff(t−tn ) Cεn e−
i
ħ H 00

eff(tn−tn−1) Cεn−1 . . . Cε1 e−
i
ħ H 00

efft1 |ψ(0)〉 (40)

où εk ∈ {s,d} et tk sont le type et l’instant du kème saut, H 00
eff est l’hamiltonien effectif (31) et nous

notons le vecteur d’état du modèle à un mode |ψ〉 plutôt que |ψ00
α 〉 pour alléger. La moyenne

quantique d’une observable O s’obtient en moyennant sur toutes les trajectoires possibles, donc
en sommant sur le nombre et le type des sauts et en intégrant sur leurs instants :

〈O〉(t ) =∑
n

∫
0<t1<t2···<tn<t

dt1 dt2 . . .dtn
∑

(εk )1≤k≤n∈{s,d}n
〈ψ(t )|O|ψ(t )〉 (41)

où la norme au carré de chaque vecteur d’état non normalisé |ψ(t )〉 donne automatiquement sa
densité de probabilité [30]. En prenant O = 1, nous en déduisons la probabilité que n sauts se
soient produits dans l’intervalle de temps [0, t ] :

Πn(t ) =
∫

0<t1<t2···<tn<t
dt1 dt2 . . .dtn

∑
(εk )1≤k≤n∈{s,d}n

〈ψ(t )|ψ(t )〉. (42)
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Pour évaluer (42), nous tirons parti du fait que tous les opérateurs de saut dans (40) et leurs
conjugués hermitiens commutent entre eux et avec H 00

eff.12 En utilisant les identités∑
εn=s,d

. . .
∑

ε1=s,d
(C †

εn
Cεn . . .C †

ε1
Cε1 ) =

( ∑
εn=s,d

C †
εn

Cεn

)
. . .

( ∑
εn=s,d

C †
ε1

Cε1

)
= (ΓexP 2

α+Γ01)n (43)

et en injectant une relation de fermeture dans la base propre de Pα telle que Pα|pα〉 = pα|pα〉,
après avoir intégré sur les temps tk comme le permet le produit télescopique des opérateurs
d’évolution, nous obtenons

Πn(t ) = t n

n!

∫ +∞

−∞
dpα (Γexp2

α+Γ0)ne−Γexp2
αt e−Γ0tΠ(pα,0)

=
(

2n

n

)
(Γext/8)n e−Γ0t

(1+Γext/2)n+1/2
Φ

(
−n,

1

2
−n;Γ0t + 2Γ0

Γex

)
(44)

où Π(pα,0) est la distribution de probabilité initiale de pα (une gaussienne de moyenne nulle et
de variance 1/4) etΦ est la fonction hypergéométrique confluente de Kummer 1F1. On remarque
que (44) est en fait une moyenne gaussienne sur pα d’une loi de Poisson de paramètre λ =
(Γexp2

α +Γ0)t . On en déduit la moyenne et la variance du nombre de photodétections pendant
la durée t :

〈n〉 =
(
Γ0 + 1

4
Γex

)
t ; Varn = 〈n〉+ (Γext )2

8
(45)

Toujours en utilisant l’équation (44), nous accédons à la distribution de probabilité de pα sachant
que n photons ont été détectés dans l’intervalle de temps [0, t ] :

Πt (pα|n) = 1

Πn(t )

t n

n!
(Γexp2

α+Γ0)ne−Γexp2
αt e−Γ0tΠ(pα,0). (46)

Comme on pouvait s’y attendre, c’est une fonction paire de pα, la photodétection donnant accès
seulement à l’intensité du champ sortant polarisé selon O y et ne pouvant distinguer entre des
valeurs opposées ±pα de la quadrature Pα du spin nucléaire hybridé selon Oz. Il en résulte
donc une compression des fluctuations de P 2

α plutôt que de Pα, ce que nous caractérisons par
la moyenne et la variance conditionnelles de P 2

α sachant que n photons ont été détectés pendant
t , déduites de (46) :

〈P 2
α〉n = (n +1)

Γext

Πn+1(t )

Πn(t )
− Γ0

Γex
; Varn(P 2

α) ≡ 〈P 4
α〉n −〈P 2

α〉2
n = (n +1)2

(Γext )2

[
(n +2)Πn+2(t )

(n +1)Πn(t )
− Π

2
n+1(t )

Π2
n(t )

]
(47)

Enfin, au moyen de l’équation (46), nous trouvons que pour Γext → +∞, la distribution de
probabilité de p2

α conditionnée au nombre n de photodétections est piquée autour d’une valeur
p2

0 avec une variance conditionnelle tendant vers zéro :13

p2
0 −

1

4
= n −〈n〉

Γext
d’où 〈P 2

α〉n ∼
Γext→+∞

p2
0 ; Varn(P 2

α) ∼
Γext→+∞

n

(Γext )2 → 0 (48)

12Pour cette raison, garder l’information sur les instants des sauts ne permet pas, par post-sélection, d’augmenter
l’efficacité de la compression de spin. En effet, l’opérateur densité ρα(t )|t1 ,...,tn sachant que n sauts se sont produits aux
instants t1, . . . , tn conduit à la même distribution de probabilité de Pα que l’opérateur densité ρα(t )|n sachant seulement
qu’il y a eu n sauts pendant [0, t ].

13D’après l’équation (45), le second membre de la première équation dans (48) est asymptotiquement de l’ordre de
l’unité pour une séquence de photodétection typique. Cette équation n’a en fait de sens que pour p2

0 positif donc n > Γ0t ;
alors, les équivalents (48) s’appliquent lorsque l’écart entre les deux pics dansΠt (pα|n) est beaucoup plus grand que leur
largeur, ce qui impose 2p2

0 À n1/2/Γext = (Γ0 +Γexp2
0)1/2/Γext 1/2. Pour les obtenir, on pose n = γt avec γ> Γ0, puis on

écrit (46) sous la forme exp[−tS(pα)]Π(pα,0) et on quadratise S(pα) autour de ses minima.
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En remplaçant dans cette expression n par sa valeur moyenne et en tenant compte de la valeur
1/8 de la variance de P 2

α dans l’état initial, nous aboutissons au taux de compression du spin
nucléaire par comptage de photons :

Γsq = Γ2
ex

8(Γ0 + 1
4Γex)

(49)

De même, la distribution de probabilité conditionnelle de pα présente deux pics à ±p0 comme
on peut le voir sur la fonction de Wigner de la Figure 5b, obtenue par simulation numérique de
l’évolution conditionnelle du système aux temps longs dans le modèle à un mode (37).14 Ceci
montre bien que, lors d’une réalisation donnée de l’expérience, la photodétection en continu des
photons polarisés selon O y sortant de la cavité rend de plus en plus certaine la valeur de P 2

α, et
donc dans une large mesure de I 2

z , le carré de la composante selon Oz du spin nucléaire collectif,
comme on le voit en reliant dans la limite Ω→ 0 les moments conditionnels de P 2

a , c’est-à-dire
de I 2

z , à ceux de P 2
α :

〈P 2
a〉n = γm

γ f +γm
〈P 2

α〉n + γ f /4

γ f +γm
; Varn(P 2

a) = γ2
m

(γ f +γm)2 Varn(P 2
α)+ γ f γm

(γ f +γm)2 〈P 2
α〉n +

γ2
f /8

(γ f +γm)2

(50)
Puisque la compression porte sur P 2

a plutôt que sur Pa , la distribution angulaire conditionnelle
du spin nucléaire collectif est bimodale (elle présente comme celle de Pα deux pics bien séparés
pourvu que γ f /γm ¿ (2p0)2) ; ces structures plus étroites que la limite quantique standard
permettent quand même un pointage angulaire plus précis qu’avec un état non comprimé.
Nous redéfinissons donc le gain métrologique (13) en remplaçant au troisième membre de cette
équation la variance conditionnelle de Pa par le carré de la mi-largeur δPa des pics centrés en
±Pa,0 de la distribution de probabilité conditionnelle de Pa , puis en assimilant le centre P 2

a,0 et la
largeur δ(P 2

a) de la distribution de P 2
a à la moyenne et à l’écart-type conditionnels de P 2

a :

ξ2 = 4(δPa)2

η
= (2Pa,0δPa)2

ηP 2
a,0

= [δ(P 2
a)]2

ηP 2
a,0

= Varn(P 2
a)

η〈P 2
a〉n

(51)

14L’absence de franges montre qu’on a préparé un mélange statistique plutôt qu’une superposition cohérente
de deux états comprimés en la quadrature Pα. On trouve en effet à partir de l’équation (41) que 〈p0|ρn (t )| − p0〉/
〈p0|ρn (t )|p0〉 = [(Γ0 − Γexp2

0)/(Γ0 + Γexp2
0)]n ' exp(−2Γext p2

0) ≪ 1 sur la Figure 5b, ρn (t ) étant l’opérateur densité
conditionnel. La méthode de Laplace donne aux temps longs la distribution de Wigner conditionnelle Wt (xα, pα|n) ∼
πΠt (pα|n)exp[−2x2

α/Γext s(pα)]/
√
πΓext s(pα)/2 avec s(pα) = [1 + (Γ0 + Γexp2

0)/(Γ0 + Γexp2
α)]/2. On remarque que

s(±p0) = 1 et s(pα) ' 1 pour Γ0 À Γex. Alors que Wt (0,0|n) est écrasé exponentiellement en temps (dans la limite
Γex ¿ Γ0, il vient Wt (0,0|n) ∼ (Γex/Γ0)1/2p0 exp(2p2

0)exp(−4p4
0Γsqt )), on a aussi Wt (0,0|n) = 〈2ε〉n où ε = ±1 est la pa-

rité de la fonction d’onde Monte-Carloψ(pα, t ). Dans une simulation numérique, on a donc seulement une décroissance
lente 〈ε〉n ≈ 1/

√
Nn où Nn est le nombre de trajectoires ayant subi n sauts pendant t ; ceci conduit à des franges non

physiques à valeurs négatives dans la distribution de Wigner près de l’axe Oxα. Pour minimiser cet effet et le rendre im-
perceptible à une résolution en pα pas trop haute (dpα = 0,044 sur la Figure 5b), on arrête la simulation Monte-Carlo à
un stade où il y a exactement le même nombre Nn /2 de fonctions d’onde paires et impaires. Pour obtenir une superposi-
tion cohérente d’états comprimés, il faudrait effectuer une post-sélection supplémentaire, en se limitant aux réalisations
Monte-Carlo de fonction d’ondeψ(pα, t ) de parité fixée ε (ayant subi un nombre pair de sauts simples si ε= 1, un nombre
impair sinon, l’opérateur de saut Cs changeant la parité). Dans l’opérateur densité conditionnel correspondant, on a alors

〈p0|ρn,ε(t )|−p0〉/〈p0|ρn,ε(t )|p0〉 =ψ(−p0, t )ψ(p0, t )
n,ε

/ψ(p0, t )ψ(p0, t )
n,ε = ε sans que la structure à deux pics de la dis-

tribution de Pα ne soit affectée aux temps longs carΠt (pα|n,ε)/Πt (pα|n) ∝ 1+ε[(Γ0−Γexp2
α)/(Γ0+Γexp2

α)]n → 1 lorsque
n →+∞ à pα non nul fixé. La distribution de Wigner Wt (xα, pα|n,ε) présente désormais des franges positives et néga-
tives d’amplitude maximale 2 sur l’axe pα = 0. Cette technique de filtrage vient à bout aussi des mécanismes de décohé-
rence de la Section 4.2.4 car les fonctions d’onde Monte-Carlo restent de parité bien définie après action de l’opérateur
de saut correspondant γ1/2

α α. Cette idée de contrôler la décohérence au travers de mesures de parité est bien connue en
électrodynamique quantique en cavité [31].
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Figure 4. Compression de P 2
a par comptage de photons aux temps courts, Γext = 15, où

Γex est le taux (32) de création d’excitations dans le mode bosonique nucléaire hybridé α.
(a) Moyenne et écart-type conditionnels de la quadrature du spin nucléaire au carré P 2

a
sachant que n photodétections ont eu lieu dans l’intervalle de temps [0, t ], en fonction
de ce nombre n. L’écart-type est représenté sous la forme d’un intervalle de confiance.
La moyenne inconditionnelle 〈P 2

a〉 = 1/4 est indépendante du temps, voir l’équation (21).
Points noirs et barres d’erreur : simulation numérique du modèle à 3 modes avec 3000
réalisations; ligne verte et zone colorée : prédictions analytiques tirées des équations
(44), (47) et (50) du modèle à un mode. En pratique, les points noirs sont obtenus après
moyenne sur des classes de valeurs de n centrées sur ces points (dans une classe donnée, les
trajectoires ont des nombres de photodétections proches mais des histoires indépendantes
pour les sauts d’échange de métastabilité auxquelles l’expérimentateur n’a pas accès).
Paramètres du modèle à 3 modes : Ω/κ = 1/3, γm/κ = 1/10, γ f /κ = 1/1000 (si bien que
Γex/κ= 1/909), nmax

a = 64,nmax
b = nmax

c = 8. Ceci correspond à Γ0/Γex = 12500/601 ' 20,8 et
Γsq/Γex = 601/101202 ' 1/168 où Γsq est le taux de compression (49). (b) Pour la classe
centrée sur n = 〈n(t )〉, histogramme des valeurs conditionnelles de P 2

α. Barres bleues :
simulation numérique du modèle à trois modes; barres orange : prédictions analytiques
tirées de l’équation (46) du modèle à un mode.

Remarquons que cette expression ne se déduit pas de la méthode des moments exposée dans la
Section II.B.6 de la référence [4] en prenant P 2

a comme estimateur, car l’effet de la transformation
unitaire exp(2iθXa) (en pratique, une précession du spin nucléaire autour d’un champ magné-
tique selon O y) n’est pas de déplacer le pic dans la distribution de P 2

a mais de le cliver en deux
pics centrés en (Pa,0 ±θ)2.

Effectuons pour terminer une vérification numérique de ces prédictions analytiques dans le
modèle à trois modes. Sur la Figure 4a, nous représentons la moyenne conditionnelle du carré
P 2

a de la quadrature de spin nucléaire sachant que n photodétections se sont produites dans
l’intervalle de temps [0, t ], avec Γext = 15 (points noirs), en fonction de ce nombre n. L’ensemble
des réalisations est divisé en 5 classes correspondant à un nombre de photodétections tombant
dans un intervalle donné, et les points noirs sont obtenus en moyennant sur les réalisations dans
une même classe. Les résultats numériques sont proches des prédictions analytiques tirées de
(47) et (50) et représentées en vert, sauf dans les classes extrêmes qui comportent un nombre
trop faible de réalisations. En revanche, les prédictions analytiques asymptotiques (48), non
représentées, seraient en désaccord avec les simulations des deux modèles car le temps t =
15/Γex n’est pas assez long, il est très inférieur au temps de compression 1/Γsq. Sur la Figure 4b,
nous représentons la distribution de probabilité conditionnelle de P 2

α correspondant à la classe
centrale de la Figure 4a; il y a là aussi bon accord entre analytique à un mode et numérique
à trois modes. Sur la Figure 5, nous explorons justement les temps longs dans le modèle à un
mode, avec Γext = 1000 c’est-à-dire Γsqt ' 5,94. La Figure 5a, qui est l’équivalent de la Figure 4a,
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Figure 5. Compression de P 2
α par comptage de photons aux temps longs dans le modèle

à un mode (37). (a) Moyenne et écart-type conditionnels de P 2
α sachant que le nombre de

photodétections n tombe dans une classe de valeurs donnée, de manière similaire à la Fi-
gure 4a mais pour Γext = 1000 et 2000 réalisations (ce temps long rendrait difficile une si-
mulation dans le modèle à trois modes). (b) Distribution de Wigner du mode bosonique nu-
cléaire hybridé dans l’espace des quadratures (Xα,Pα) à Γext = 1000, obtenue par moyen-
nage des dyades |ψ(t )〉〈ψ(t )| dont le nombre de photodétections tombe dans la 3ème classe
de (a) (302 trajectoires sur 5000 réalisations). Elle présente deux lignes de crête mais pas de
franges d’interférence (voir la note 14).

montre que 〈P 2
α〉n est alors relié au nombre de photodétections n comme dans la prédiction

analytique (48), c’est-à-dire selon la première bissectrice dans les unités de la figure, avec un
écart-type conditionnel dans (48) à peu près constant ' (Γ0t )1/2/Γext ' 1/(Γsqt )1/2 car Γ0 est ici
À Γex.

4.2. Étude de la compression par détection homodyne : solution analytique à un mode et
à trois modes

Nous supposons maintenant que les photons sortant de la cavité polarisés selon O y sont mesurés
en continu par détection homodyne [32], comme sur la Figure 1c. Il nous faut d’abord trouver les
bonnes équations stochastiques donnant l’évolution du vecteur d’état du système conditionnée
à la détection homodyne, puisque les opérateurs de saut apparaissant naturellement dans l’écri-
ture (25) ou (37) de l’équation pilote à trois modes ou à un mode sont inadaptés. Nous présentons
ensuite quelques résultats analytiques obtenus dans le modèle à un mode puis dans le modèle à
trois modes, avant de discuter brièvement l’effet du temps de cohérence fini des atomes méta-
stables. Afin d’obtenir ces résultats, nous avons utilisé le fait que, pour l’état initial vide considéré
ici, le vecteur d’état conditionnel est donné exactement à tout temps par un ansatz gaussien [33],
quel que soit le nombre de modes du modèle, en présence ou en absence de décohérence.

4.2.1. Formulation stochastique adaptée de l’équation pilote

Une équation pilote générale de la forme de Lindblad [34]

dρ

dt
= 1

iħ [H ,ρ]+∑
m

CmρC †
m − 1

2
{C †

mCm ,ρ} (52)

avec H la partie hermitienne de l’hamiltonien et Cm les opérateurs de saut, peut être réécrite
de manière équivalente en ajoutant une constante arbitraire aux opérateurs de saut et/ou en les
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mélangeant par combinaison linéaire unitaire quelconque. Afin de tenir compte d’une détection
homodyne sur le champ sortant, on forme, à partir d’un opérateur de saut Cm correspondant à
une photodétection, les deux opérateurs de saut « homodynes » Dm,± [28]

Dm,+ = µ1+Cmp
2

; Dm,− = µ1−Cmp
2

(53)

oùµ2 a les dimensions d’une pulsation. La mesure de la différence des taux de saut D†
+D+−D†−D−

donne alors accès à une quadrature de Cm . Ainsi, pour µ réel et Cm correspondant à l’opérateur
saut de cavité Cc , voir l’équation (28), la différence entre les nombres de photons N± détectés
pendant le court intervalle de temps∆t dans les deux voies de sortie de la Figure 1c, qui constitue
par définition le signal homodyne,

N+ = (D†
c,+Dc,+)∆t ; N− = (D†

c,−Dc,−)∆t ;
N+−N−

2µ
= c + c†

2

p
κ∆t (54)

donne accès à Xc ; c’est bien la quadrature du champ conjuguée à Pc donc translatée d’une
quantité proportionnelle à Pb et au temps sous l’action de l’hamiltonien H (12), ce qui renseigne
sur Pa au travers des collisions d’échange de métastabilité. Dans le cas de l’équation pilote à 3
modes (25), on est obligé d’appliquer la procédure de dédoublement (53) a priori seulement à
l’opérateur de saut de cavité. En pratique, nous l’appliquerons également à l’opérateur de saut
Cβ, c’est-à-dire que nous dédoublerons par homodynage tous les opérateurs de saut Cm , afin
d’éviter l’inconfort d’une représentation mixte mêlant sauts quantiques discrets et évolution
stochastique continue, voir l’équation (55) à venir. Dans le cas de l’équation pilote à un mode
(37), il faut de toute façon « homodyner » les deux opérateurs de saut Cs et Cd , puisque chacun
s’accompagne de la perte d’un photon en cavité, comme l’explique la Section 3.4.

Dans la limite d’un oscillateur local de grande amplitude µ, on peut faire comme si ∆t était
infinitésimal15 et représenter l’évolution de la fonction d’onde Monte-Carlo, cette fois normalisée
à l’unité, par une équation stochastique non linéaire continue sans sauts quantiques [28, 35, 36]
en point de vue d’Ito :

d|φ(t )〉 = − i

ħH |φ(t )〉dt − 1

2

∑
m

(
C †

mCm −〈φ(t )|Cm +C †
m |φ(t )〉Cm + 1

4
〈φ(t )|Cm +C †

m |φ(t )〉2
)
|φ(t )〉dt

+∑
m

(
Cm − 1

2
〈φ(t )|Cm +C †

m |φ(t )〉
)
|φ(t )〉dζm (t )

(55)

où, à chaque opérateur de saut Cm dans l’écriture initiale de l’équation pilote, on associe un
processus stochastique en temps continu dζm(t ), à valeurs réelles, gaussien, de moyenne nulle,
de variance dt , statistiquement indépendant des autres processus et sans mémoire. Au même
niveau d’approximation, l’opérateur de signal homodyne (54) est remplacé par la somme de
sa moyenne et d’un bruit classique représentant ses fluctuations, qui n’est autre que le dζm

correspondant [28] :

N+−N−
2µ

=
p
κ〈φ|c + c†|φ〉

2
dt + 1

2
dζc . (56)

En pratique, plus que l’historique d’homodynage, c’est-à-dire la dépendance en temps détaillée
du signal de détection homodyne, c’est sa moyenne temporelle sur un intervalle de temps [0, t ]

15Cette approximation est valable pour une résolution en temps, c’est-à-dire un pas temporel ∆t , telle que µ−2 ¿
∆t ¿ κ−1, où κ est en pratique le taux d’évolution le plus rapide du système dans l’expérience.
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qui est facilement accessible dans une expérience et permet une post-sélection des états (c’est-à-
dire des réalisations expérimentales) sur un ensemble de poids statistique non négligeable. Nous
introduisons donc le signal intégré ayant la dimension de la racine d’une pulsation,

σ(t ) ≡ N tot+ −N tot−
2µt

= 1

t

∫ t

0
dt ′

[p
κ〈φ(t ′)|Xc |φ(t ′)〉+ 1

2

dζc (t ′)
dt ′

]
(57)

et nous calculerons dans la suite la moyenne et la variance de la quadrature Pa du spin nucléaire
conditionnées à σ.16

4.2.2. Résultats analytiques dans le modèle à un mode

Écrivons explicitement l’équation stochastique (55) pour le modèle à un mode (37) :

d|φ(t )〉 =−dt

2
Γex[Pα− P̄α(t )]2|φ(t )〉+

√
Γex dζs (t )[Pα− P̄α(t )]|φ(t )〉 (58)

avec P̄α(t ) ≡ 〈φ(t )|Pα|φ(t )〉. Le fait marquant est que les sauts associés à l’opérateur Cd propor-
tionnel à l’identité, qui ajoutaient du bruit dans la détection par comptage de photons de la Sec-
tion 4.1, ne donnent pas de contribution, l’opérateur Cd disparaissant de l’équation d’évolution
conditionnelle dans le cas homodyne. En effet, les photons émis lors de ces sauts proviennent
de la composante |1〉|1〉 du vecteur d’état (29) contenant une excitation β, ce qui les rend opti-
quement incohérents avec le champ lumineux injecté en cavité, c’est-à-dire avec la composante
|0〉|0〉 de (29), au sens où |1〉|1〉 contribue à 〈c†c〉 mais pas à 〈c + c†〉. Il ne reste donc que le pro-
cessus stochastique dζs associé à l’opérateur de saut Cs . Ce processus se confond avec celui dζc

apparaissant dans le signal de détection homodyne (56), dζs ≡ dζc , fait admis ici mais qui sera
établi en revenant au modèle à trois modes dans la Section 4.2.3.

L’équation stochastique (58) présente un terme de bruit linéaire et un terme déterministe
quadratique en l’opérateur Pα, réels dans l’espace de Fourier. Pour l’état initial considéré ici,
elle est donc résolue exactement par un ansatz gaussien sur la fonction d’onde en représentation
impulsion, réel et correctement normalisé pour la relation de commutation [Xα,Pα] = i/2 :

〈pα|φ(t )〉 = [2πu(t )]1/4 exp{−u(t )[pα− P̄α(t )]2}. (59)

En revanche, la gaussianité est perdue dans la compression par photodétection de la Section 4.1.
En utilisant le calcul d’Ito,17 on trouve que u suit une équation d’évolution déterministe, à
intégrer avec la condition initiale u(0) = 1 :

du(t ) = Γex dt donc u(t ) = 1+Γext et VarφPα(t ) ≡ 1

4u(t )
= 1

4

1

1+Γext
(60)

16Rappelons que la moyenne et la variance d’une observable (ici Pa ) dans une seule réalisation |φ(t )〉 de l’équation
stochastique, donc de l’expérience, n’ont en général pas de sens physique, car il n’y a pas de mesure possible de la valeur
moyenne d’une observable dans une seule réalisation, il faut au contraire moyenner sur un grand nombre de réalisations
de l’expérience ayant évolué pendant t à partir du même cas pur ou opérateur densité initial. Un contre-exemple
correspond au cas où l’on peut, par des mesures en continu, remonter à la dépendance en temps de tous les processus
stochastiques dζm ; c’est le cas du modèle à un mode soumis à une détection homodyne, la dépendance en temps du
signal (56) fixant celle de l’unique processus stochastique dζc . Ceci permettrait alors, en principe, de sélectionner, parmi
un grand nombre de réalisations de l’expérience, celles conduisant à l’état |φ(t )〉 choisi, et d’en déduire les moyennes
d’observables dans |φ(t )〉 ; en pratique, ce serait irréaliste, compte tenu du poids statistique infinitésimal des réalisations
à garder.

17On ne garde que les termes linéaires en dt ou en le bruit, et on remplace systématiquement les termes quadratiques
dζ2

s par leur moyenne dt .
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Figure 6. Dans le cas de la compression par détection homodyne en continu, marche au
hasard (61) effectuée dans le modèle à un mode par la valeur moyenne quantique de la
quadrature Pα du spin nucléaire dans une réalisation donnée de l’expérience. (a) Valeur
moyenne en fonction du temps vrai t adimensionné par le taux (32) de création d’exci-
tations pour trois réalisations de l’expérience ; il s’agit d’un mouvement brownien étiré
convergeant aux temps longs vers une valeur fixe mais imprédictible. (b) Idem en fonc-
tion du temps renormalisé compact θ (62) ; il s’agit cette fois d’un mouvement brownien
ordinaire mais limité à θ ≤ 1/8.

où nous avons donné aussi la variance de Pα dans l’état |φ〉. En revanche, l’équation sur la
valeur moyenne de Pα dans |φ〉 est purement stochastique, avec un coefficient de diffusion D(t )
dépendant du temps et la condition initale P̄α(0) = 0 :

dP̄α(t ) = [2D(t )]1/2 dζs (t ) avec D(t ) = Γex

8u(t )2 = Γex

8(1+Γext )2 (61)

Comme D(t ) est d’intégrale finie, P̄α(t ) se stabilise asymptotiquement (aux temps longs) à une
valeur fixe sur une seule réalisation, comme on le voit sur la Figure 6, avec une variance dans
l’état quantique VarφPα tendant vers 0. Ce phénomène de « convergence stochastique » vers un
état propre de l’observable mesurée (en l’occurrence Pα) est attendu dans la description d’une
mesure quantique par une équation de diffusion du vecteur d’état [35–37]. Pour le montrer ici,
on introduit un temps θ renormalisé en termes duquel P̄α effectue un mouvement brownien
ordinaire avec un coefficient de diffusion unité, et on remarque que ce temps est borné :

θ =
∫ t

0
dt ′D(t ′) = Γext

8(1+Γext )
→

t→+∞ θ∞ = 1

8
(62)

À l’instant renormalisé θ∞, P̄α suit une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance 1/4 : P̄α
a donc la même distribution de probabilité asymptotique (t →+∞) que celle de l’observable Pα
dans l’état quantique initial du spin nucléaire.

Venons-en maintenant à la moyenne et à la variance de Pα conditionnées à la valeur S du
signal d’homodynage intégré en temps σ (57). De façon remarquable, nous trouvons que la
moyenne conditionnelle est toujours proportionnelle au signal, avec un coefficient de propor-
tionnalité dépendant du temps, et que la variance conditionnelle dépend du temps mais pas du
signal :

〈Pα〉σ=S = m(t )
Sp
Γex

où m(t ) = Γext

1+Γext
; Varσ=S (Pα) = V (t ) où V (t ) = 1

4(1+Γext )

(63)
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Figure 7. Compression du spin nucléaire par mesure homodyne en continu. (a) Dans le
modèle à un mode, moyenne (en noir) et variance (multipliée par 4, en rouge) de la quad-
rature Pα du spin nucléaire hybridé conditionnées au signal d’homodynage intégré σ, en
fonction du temps d’intégration t . Traits pleins : expressions analytiques (63). Tiretés : ex-
pressions (102) et (103) en présence de décohérence par désexcitation des métastables sur
les parois de la cellule (tireté long : ε = 1/100, tireté court : ε = 1/10, avec ε = γα/Γex et
γα le taux de décohérence ramené (98)). (b) Dans le modèle à trois modes, pour Γext = 5,
moyenne et écart-type de la quadrature Pa du spin nucléaire conditionnées à l’apparte-
nance du signal σ à une classe C , l’intervalle de valeurs de σ ayant été partagé en 10 classes
de même largeur (les valeurs S de σ sont en unités de Γ1/2

ex sur l’axe des abscisses). L’écart-
type est représenté sous la forme d’un intervalle de confiance. En noir : simulation numé-
rique de l’équation stochastique (55) avec 1079 réalisations. Tireté vert et zone colorée : ré-
sultats exacts tirés des relations (85) et (86), et de l’expression analytique de la distribution
de probabilité conditionnelle de P̄a en termes des variances et covariance (92) sur le mo-
dèle de l’équation (68). L’écart entre numérique et analytique dans les classes extrêmes est
imputable aux faibles nombres de réalisations tombant dans ces classes. Valeurs des para-
mètres : Ω/κ= 1/10, γm/κ= 1/10, γ f /κ= 1/100, Γex/κ= 1/1000. (c) Dans la limite Γex → 0
à Γex/2γ f fixé du modèle à trois modes, moyenne et variance conditionnelles de Pa (94)
en fonction du temps réduit γ f t , pour différentes valeurs du rapport r = 2Γex/γ f (courbes
croissantes : moyenne, courbes décroissantes : variance).

Ces expressions désignent Γex comme le taux de compression du spin nucléaire par homodynage
dans le modèle à un mode donc à faible couplage de Faraday :

Γsq ∼
Ω→0

Γex =
Ω2γ f

κ(γm +γ f )
(64)

Sur la Figure 7a, nous représentons m(t ) et V (t ) en fonction du temps réduit Γext . De même que
la variance quantique sur une réalisation VarφPα, avec laquelle elle coïncide en fait, la variance
conditionnelle tend asymptotiquement vers zéro comme l’inverse du temps. Dans la moyenne
conditionnelle, le coefficient m(t ) tend vers 1 aux temps longs. Pour le comprendre, relions
le signal intégré (57) à P̄α en utilisant les expressions adiabatiques (30) dans le vecteur d’état
tronqué (29) :

σ(t ) = 1

t

∫ t

0
dt ′

[√
ΓexP̄α(t ′)+ 1

2

dζs (t ′)
dt ′

]
(65)

Comme P̄α(t ) se stabilise asymptotiquement sur une seule réalisation, et que la moyenne tem-
porelle du bruit dζs tend vers zéro comme 1/t 1/2 presque sûrement, σ(+∞) donne directement
la valeur de P̄α(+∞) à un facteur constant

p
Γex près.
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Pour établir les résultats (63), relions d’abord la variance conditionnelle de l’opérateur Pα à
celle de sa moyenne quantique sur une réalisation P̄α comme suit :

Varσ=S (Pα) ≡ 〈〈φ|P 2
α|φ〉〉σ=S −〈〈φ|Pα|φ〉〉2

σ=S

= 〈〈φ|P 2
α|φ〉−〈φ|Pα|φ〉2 〉σ=S +〈P̄ 2

α〉σ=S −〈P̄α〉2
σ=S

= 〈VarφPα〉σ=S +Varσ=S (P̄α) = 1

4

1

1+Γext
+Varσ=S (P̄α) (66)

où nous avons utilisé l’expression (60) de la variance quantique de Pα dans l’état |φ〉. Il reste donc
à déterminer la distribution de probabilité conditionnelle de P̄α sachant que σ=S ,

P (P̄α = pα|σ=S ) ≡ P (P̄α = pα,σ=S )

P (σ=S )
(67)

Or, la variable aléatoire P̄α(t ), résultant d’un mouvement brownien (61), a une distribution de
probabilité gaussienne ; il en va de même pour l’intégrale temporelle de P̄α et du bruit dζs , donc
du signal σ (65) qui en est la somme. Comme les variables P̄α et σ sont de moyennes nulles,
leur distribution de probabilité conjointe est caractérisée par leur matrice de covariance, ou plus
directement par sa matrice inverse, si bien que

P (P̄α = pα|σ=S ) =
1

2π
√
〈P̄ 2

α〉stoch〈σ2〉stoch−〈σP̄α〉2
stoch

exp

(
− 1

2
p2
α〈σ2〉stoch+S 2〈P̄ 2

α〉stoch−2pαS 〈σP̄α〉stoch

〈P̄ 2
α〉stoch〈σ2〉stoch−〈σP̄α〉2

stoch

)
1p

2π〈σ2〉stoch
exp

(
− S 2

2〈σ2〉stoch

)
= 1√

2π
[〈P̄ 2

α〉stoch −〈σP̄α〉2
stoch/〈σ2〉stoch

]
×exp

[
−1

2

(
pα−S 〈σP̄α〉stoch/〈σ2〉stoch

)2

〈P̄ 2
α〉stoch −〈σP̄α〉2

stoch/〈σ2〉stoch

]
(68)

où 〈· · · 〉stoch à l’instant t est la moyenne prise sur toutes les réalisations du processus stochastique
dζs (t ′) sur l’intervalle de temps [0, t ]. On en déduit que, dans les équations (63),

m(t ) =
√
Γex

〈σ(t )P̄α(t )〉stoch

〈σ2(t )〉stoch
et V (t ) = 1

4(1+Γext )
+〈P̄ 2

α(t )〉stoch −
〈σ(t )P̄α(t )〉2

stoch

〈σ2(t )〉stoch
(69)

Afin de déterminer leurs variances et covariance, on écritσ(t ) et P̄α(t ) comme des fonctionnelles
linéaires du processus stochastique dζs et on utilise le fait que les forces de Langevin dζs (t )/dt et
dζs (t ′)/dt ′ ont une fonction de corrélation de Dirac δ(t − t ′). Donnons l’exemple de la première
contribution à σ(t ) :∫ t

0
dt ′′P̄α(t ′′) =

∫ t

0
dt ′′

∫ t ′′

0
dt ′[2D(t ′)]1/2 dζs (t ′)

dt ′
=

∫ t

0
dt ′

∫ t

t ′
dt ′′[2D(t ′)]1/2 dζs (t ′)

dt ′

=
∫ t

0
dt ′(t − t ′)[2D(t ′)]1/2 dζs (t ′)

dt ′
(70)

où l’on a changé l’ordre d’intégration sur t ′ et t ′′ puis intégré explicitement sur t ′′. On aboutit
aux expressions cherchées (63), dont la simplicité découle du fait que, sur une réalisation de
l’expérience, on a toujours

σ(t ) =
√
Γex

1+Γext

Γext
P̄α(t ) (71)

De manière remarquable, la connaissance du seul signal intégré σ(t ) dans une réalisation de
l’expérience de durée t suffit à préparer le spin nucléaire dans un cas pur gaussien bien défini
(59), avec un paramètre u donné par l’équation (60) et une quadrature moyenne P̄α reliée au
signal par l’équation (71).
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Pour terminer, revenons à la quadrature Pa du spin nucléaire non hybridé, qui est celle
véritablement utilisable dans l’expérience une fois la décharge éteinte dans la cellule, comme
le montre l’expression (13) du gain métrologique dans une mesure de précession. En quittant la
base tournée par inversion de la transformation (24) et en limitant l’équation (29) à son premier
terme (à l’ordre dominant enΩ), il vient

〈Pa〉σ=S =
(

γm

γ f +γm

)1/2

〈Pα〉σ=S et Varσ=S (Pa) = γ f

4(γ f +γm)
+ γm

γ f +γm
Varσ=S (Pα) (72)

La variance conditionnelle de Pa aux temps longs tend vers une valeur non nulle, bien que faible
en pratique : c’est la limite intrinsèque de ce schéma de compression de spin nucléaire, qui utilise
l’état métastable de 3He comme intermédiaire.

4.2.3. Solution du modèle à trois modes

L’étude de la compression de spin dans le cadre du modèle à un mode est limitée au régime
(23) où le taux de compression Γsq ∼ Γex correspond à l’échelle de temps la plus longue du
système. Il est cependant crucial pour les applications de voir jusqu’où on peut accélérer le
processus de compression en augmentant Γex donc, par exemple, le couplage de Faraday Ω des
atomes métastables au champ en cavité. À cette fin, nous obtenons la solution analytique du
modèle à trois modes en utilisant le caractère gaussien du vecteur d’état qui résulte, comme pour
le modèle à un mode, de l’état initial considéré (le vide), de la linéarité des opérateurs de saut Cm

et de la quadraticité de l’hamiltonien H en les quadratures des modes. L’équation stochastique
(55) admet donc comme solution exacte l’ansatz gaussien généralisant celui de l’équation (59),

〈pα, pβ, xc |φ(t )〉 =φ(q, t ) = [8πdetu(t )]1/4 exp
{
−[q− q̄(t )] ·u(t ) [q− q̄(t )]

}
≡ e−S (73)

où u est une matrice 3× 3 symétrique réelle, q̄ est un vecteur à trois composantes réelles, les
coordonnées qα = pα et qβ = pβ sont dans l’espace de Fourier (base propre de la quadrature P )
et la coordonnée qc = xc est dans l’espace des « positions » (base propre de la quadrature X ). La
seule astuce ici était de choisir comme opérateur de saut d’échange de métastabilité Cβ =p

γβ iβ ;
ce choix de phase, qui ne change bien entendu pas l’équation pilote (25), reste légitime pour
l’évolution conditionnée à la détection homodyne du champ car les sauts de métastabilité ne
sont pas mesurés. Dans la représentation mixte de la fonction d’onde (73), l’hamiltonien H est
alors imaginaire pur et les opérateurs de saut sont réels, d’où l’ansatz réel (73).18

Pour obtenir les équations du mouvement sur u et q̄, nous calculons de deux manières
différentes la variation relative dφ(q, t )/φ(q, t ) de la fonction d’onde, d’une part en la reliant à
la variation dS de la quantité S dans (73), séparée en une partie déterministe dSd et une partie de
bruit dSb , d’autre part en reportant l’ansatz (73) dans l’équation stochastique (55). En identifiant
les parties déterministes et les parties bruitées des deux formes qui en résultent, nous obtenons

−dSb = γ1/2
β

(
1
2∂qβS −qβ+ q̄β

)
dζβ−κ1/2 ( 1

2∂qc S −qc + q̄c
)

dζc (74)

−dSd + 1

2
(dSb)2 = (Ωαqα+Ωβqβ)

dt

2
∂qc S

−γβdt

2

{
q2
β−

1

2
+ 1

4
[∂2

qβS − (∂qβS)2]+ q̄β(∂qβS −2qβ)+ q̄2
β

}
−κdt

2

{
q2

c −
1

2
+ 1

4
[∂2

qc
S − (∂qc S)2]+ q̄c (∂qc S −2qc )+ q̄2

c

}
(75)

18Par exemple, iβ = i(Xβ + iPβ) est représenté en impulsion par l’opérateur réel −∂pβ/2− pβ, et β†β par −∂2
pβ

/4+
p2
β
−1/2.
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Il reste à reporter dans (75) l’expression de dSb tirée de (74), en appliquant la règle d’Ito de
remplacement des carrés des bruits par leur moyenne, puis à identifier les termes de degré 2
en q− q̄ pour obtenir l’équation linéaire purement déterministe sur u :19

duαα =−Ωαdt uαc duαβ =−dt

2
(γβuαβ+Ωβuαc +Ωαuβc ) duαc =−dt

2
(κuαc +Ωαucc )

duββ =−Ωβdt uβc +γβdt (1−uββ) duβc =−dt

2
[(γβ+κ)uβc +Ωβucc ] ducc = κdt (1−ucc )

(76)

et les termes de degré 1 en q− q̄ pour obtenir l’équation linéaire stochastique sur q̄ :

dq̄ = 1

2

 0 0 0
0 −γβ 0
Ωα Ωβ −κ

dt q̄+ 1

2
[Id− c(t )]

 0
γ1/2
β

dζβ(t )

−κ1/2 dζc (t )

 (77)

Faut-il le préciser, q̄ est le vecteur des moyennes quantiques des variables q dans le vecteur d’état
(73) ;20 par ailleurs, on a introduit la notation c pour la matrice inverse de u, qui n’est autre que la
matrice de covariance quantique des q à un facteur numérique près. On a donc :

〈φ(t )|qi |φ(t )〉 = q̄i (t ) et 〈φ(t )|qi q j |φ(t )〉 = q̄i (t )q̄ j (t )+ 1
4 ci j (t ) ∀i , j ∈ {α,β,c} avec

c(t ) = [u(t )]−1 (78)

Le système différentiel (76) s’intègre aisément pour la condition initale u(0) = Id :

uαα(t ) = 1+ Ω
2
αt

κ
− 2Ω2

α

κ2 (1−e−κt/2) (79)

uαβ(t ) = ΩαΩβ

γβ

(
1

γβ+κ
+ 1

κ

)
(1−e−γβt/2)+ ΩαΩβ

κ(κ−γβ)
(e−κt/2 −e−γβt/2)

+ ΩαΩβ

κ(γβ+κ)
(e−(γβ+κ)t/2 −e−γβt/2) (80)

uαc (t ) = −Ωα

κ
(1−e−κt/2) (81)

uββ(t ) = 1+
Ω2
β

γβ(γβ+κ)
(1−e−γβt )−

2Ω2
β

κ2 −γ2
β

(e−γβt −e−(γβ+κ)t/2) (82)

uβc (t ) = − Ωβ

γβ+κ
(1−e−(γβ+κ)t/2) (83)

ucc (t ) = 1 (84)

Il en serait allé autrement si nous avions pris comme inconnue la matrice de covariance c(t ), qui
obéit à un système différentiel non linéaire de Riccati [38]. Comme q̄ décrit un mouvement brow-
nien (partiellement amorti car la matrice de frottement dans (77) est de valeurs propres 0, γβ/2
et κ/2), et comme le signal homodyne moyenné sur l’intervalle de temps [0, t ] σ s’en déduit par
intégration, ces variables aléatoires ont une statistique gaussienne et nous pouvons reproduire le
raisonnement de la Section 4.2.2. Nous trouvons pour la moyenne et la variance conditionnelles

19On remarque que les termes quadratiques en u au second membre de (75) se compensent avec ceux de (dSb )2/2 au

premier membre.
20On peut donc retrouver l’équation (77) à partir de l’équation stochastique déduite de (55) sur la moyenne d’une

observable O, d〈O〉 = (dt/iħ)〈[O, H ]〉+ (dt/2)
∑

m〈C †
m [O,Cm ]+h.c.〉+∑

m [〈OCm +h.c.〉−〈Cm +C †
m〉〈O〉]dζm , où 〈· · · 〉 est

prise dans l’état |φ(t )〉, en la spécialisant aux cas O = Pα, O = Pβ et O = Xc .
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de la quadrature Pa du spin nucléaire sachant que σ = S , cette variance déterminant le gain
métrologique (13) :

〈Pa〉σ=S = 〈σ(t )P̄a(t )〉stoch

〈σ2(t )〉stoch
S (85)

Varσ=S (Pa) = 1

4

[
Ω2
β

Ω2 cαα(t )+ Ω
2
α

Ω2 cββ(t )−2
ΩαΩβ

Ω2 cαβ(t )

]
+〈P̄ 2

a(t )〉stoch

−〈σ(t )P̄a(t )〉2
stoch

〈σ2(t )〉stoch
= 1

4
− 〈σ(t )P̄a(t )〉2

stoch

〈σ2(t )〉stoch
(86)

L’expression entre crochets dans l’équation (86) est l’élément de matrice de c(t ) dans le vecteur
(Ωβ/Ω,−Ωα/Ω,0) des coordonnées de la direction a dans la base tournée, donc, à un facteur
4 près, la variance quantique de Pa dans l’état stochastique φ(t ), dépendant du temps mais,
rappelons-le, indépendante de la réalisation particulière de φ(t ). L’expression simplifiée au
troisième membre découle de la propriété (21) sur la moyenne non conditionnelle 〈P 2

a〉(t ) = 1/4
et de la chaîne d’égalités

〈P 2
a〉(t ) = 〈 〈φ(t )|P 2

a |φ(t )〉 〉stoch = 〈 〈φ(t )|P 2
a |φ(t )〉−〈φ(t )|Pa |φ(t )〉2 +〈φ(t )|Pa |φ(t )〉2 〉stoch

= 〈Varφ(t )Pa〉stoch +〈P̄ 2
a(t )〉stoch (87)

Il reste, pour déterminer les variance et covariance des variables aléatoires P̄a(t ) etσ(t ), à calculer
leurs amplitudes sur les processus stochastiques dζβ(t ′) et dζc (t ′), en intégrant formellement
l’équation (77) par la méthode de variation de la constante pour P̄a et X̄c , et en procédant comme
dans l’équation (70) pour σ :

pβ(t , t ′) = −1

2
γ1/2
β

{
Ωβ

Ω
cαβ(t ′)+ Ωα

Ω
[1− cββ(t ′)]e−γβ(t−t ′)/2

}
(88)

pc (t , t ′) = 1

2
κ1/2

{
Ωβ

Ω
cαc (t ′)− Ωα

Ω
cβc (t ′)e−γβ(t−t ′)/2

}
(89)

σβ(t , t ′) = (γβκ)1/2

2t

{
−cαβ(t ′)[t − t ′− fκ(t − t ′)]

Ωα

κ
+ [1− cββ(t ′)] [ fγβ (t − t ′)

− fκ(t − t ′) ]
Ωβ

κ−γβ
− cβc (t ′) fκ(t − t ′)

}
(90)

σc (t , t ′) = 1

2t
− κ

2t

{
−cαc (t ′)[t − t ′− fκ(t − t ′)]

Ωα

κ

−cβc (t ′)[ fγβ (t − t ′)− fκ(t − t ′)]
Ωβ

κ−γβ
+ [1− ccc (t ′)] fκ(t − t ′)

}
(91)

où fλ(τ) ≡ [1−exp(−λτ/2)]/(λ/2). On obtient :

〈σ(t )P̄a(t )〉stoch =
∫ t

0
dt ′ [pβ(t , t ′)σβ(t , t ′)+pc (t , t ′)σc (t , t ′)];

〈σ2(t )〉stoch =
∫ t

0
dt ′ [σ2

β(t , t ′)+σ2
c (t , t ′)];

〈P̄ 2
a(t )〉stoch =

∫ t

0
dt ′ [p2

β(t , t ′)+p2
c (t , t ′)]

(92)
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On déduit de ces résultats les limites aux temps longs21

〈Pa〉σ=S →
t→+∞

(
γm

γ f +γm

)1/2 S

Γ1/2
ex

; Varσ=S (Pa) →
t→+∞

1

4

γ f

γ f +γm
(93)

avec lesquelles les prédictions (72) du modèle à un mode, pourtant obtenues dans la limite de
couplage faible (23), sont en accord parfait.

En application de notre solution analytique du modèle à trois modes, faisons tendre le taux
Γex vers zéro à temps réduit τ = Γext fixé en maintenant (contrairement au modèle à un mode)
le rapport Γex/γ f à une valeur constante non infinitésimale. La motivation physique est claire :
dans les expériences projetées [14], γ f etΓex sont du même ordre de grandeur mais sont vraiment
beaucoup plus petits que γm et κ (par des facteurs ≈ 10−6 et 10−9). Nous trouvons dans cette
limite :22

〈Pa〉σ=S ∼ Γsqt

1+Γsqt

S

Γ1/2
ex

et Varσ=S (Pa) ∼ 1

4

1

1+Γsqt
(94)

où l’on a introduit le taux de compression du spin nucléaire

Γsq ≡
(

1

Γex
+ 2

γ f

)−1

(95)

On retrouve l’adimensionnement naturel du signal par Γ1/2
ex déjà constaté dans le modèle à un

mode et les mêmes formes fonctionnelles en temps, mais on perd toute relation de proportion-
nalité de type (71) entre signal intégré et moyenne de quadrature sur une réalisation, la variance
conditionnelle de P̄a étant désormais 6≡ 0.23 Nous représentons sur la Figure 7c la dépendance en
le temps adimensionné γ f t de la moyenne et de la variance conditionnelles (94) pour différentes
valeurs du rapport r = 2Γex/γ f . On remarque que le processus de compression est d’autant plus
rapide que r est plus grand, et qu’il sature à un comportement limite. C’était prévisible, carΓsq est
une fonction croissante de r de limite finie ; à temps fixé, la moyenne conditionnelle (en unités
de S /Γ1/2

ex ) est donc une fonction croissante et la variance conditionnelle une fonction décrois-
sante de r , comme on le voit sur la Figure 7c. Plus précisément, dans la limite de couplage faible
Ω→ 0, où r → 0, le taux de compression est équivalent au taux de création d’excitations Γex, en
accord avec le modèle à un mode, et dans la limite r →+∞, il sature à la valeur γ f /2. On ne peut
donc comprimer plus rapidement qu’au taux γ f , ce qui n’est pas surprenant : on ne peut espérer

21Donnons quelques résultats et considérations intermédiaires. (i) Alors que cββ(t ′), cβc (t ′) et ccc (t ′) ont une limite

finie lorsque t ′ →+∞ [on aura besoin de cββ(+∞) = (1+ρ)−1, cβc (+∞) =Ωβ/((γβ+κ)(1+ρ)) avecρ =Ω2
β
κ/(γβ(γβ+κ)2)],

cαα(t ′), cαβ(t ′) et cαc (t ′) tendent vers zéro comme 1/t ′. (ii) Dans une intégrale sur t ′ contenant le facteur exponen-

tiel exp[−γβ(t − t ′)/2] ou son carré, on peut remplacer la fonction qui le multiplie par sa limite en t ′ = +∞. (iii) Pour

toute fonction uniformément bornée w(t , t ′), on peut montrer pour ν ∈ {β,c} que
∫ t

0 dt ′[(t − t ′)cαν(t ′)+w(t , t ′)]2/t 2 →∫ +∞
0 dt ′c2

αν(t ′). (iv) On obtient alors les limites asymptotiques 〈P 2
a (t )〉stoch → (Ωβ/2Ω)2I + (Ωα/2Ω)2ρ/(1 + ρ),

〈σ2(t )〉stoch → (Ω2
α/4κ)I , 〈σ(t )P̄a (t )〉stoch → (ΩαΩβ/4Ωκ1/2)I où I ≡ ∫ +∞

0 dt ′[γβc2
αβ

(t ′)+κc2
αc (t ′)]. Nous déduisons

ainsi (93) de (85) et de la première égalité dans (86), sans avoir besoin de connaître la valeur de I . On tire de la seconde
égalité dans (86) le résultat I = 1, que l’on peut déduire aussi de l’équation du mouvement dcαα/dt = −γβc2

αβ
−κc2

αc

intégrée entre t = 0 et t =+∞.
22 En pratique, il suffit de faire tendreΩα vers zéro à τ= Γext > 0,Ωβ, γβ et κ fixés. En particulier, ceci fait disparaître

tous les transitoires exponentiels dans les équations (79)–(84). Pour simplifier les calculs, il est utile d’introduire la
quantité ρ =Ω2κ/[2γm (κ+2γm )2] si bien que ρ = (Γex/2γ f )(1+2γm /κ)−2 dans la limite γ f → 0.

23On a en effet Varσ=S (P̄a ) ∼ Γext/[4(1+Γext )]−Γsqt/[4(1+Γsqt )].
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réduire les fluctuations du spin nucléaire avant que chaque atome dans l’état fondamental n’ait
subi en moyenne au moins une collision d’échange de métastabilité, le taux effectif γ f étant en
pratique du même ordre de grandeur que le taux individuel 1/T dans l’équation (8) sauf en cas
d’extrême polarisation, voir la Figure 3a.

4.2.4. Effet de la décohérence

Pour être complets, nous tenons compte, dans le schéma de compression homodyne, de
la durée de vie finie (2γ0)−1 des atomes métastables, qui se désexcitent lorsqu’ils atteignent
les parois de la cellule après un mouvement diffusif dans le gaz. À cette fin, nous ajoutons
un opérateur de saut

√
2γ0b à l’équation pilote à trois modes (20). Comme la partie autre

qu’hamiltonienne hermitienne reste quadratique en les quadratures des modes, elle peut être
mise sous forme réduite par une rotation appropriée des modes atomiques, comme nous l’avions
fait déjà dans la Section 3.4 : il faut décomposer le vecteur (a,b) dans la base propre orthonormale
de la matrice des taux

Γ=
(

2γ f −2
p
γ f γm

−2
p
γ f γm 2(γ0 +γm)

)
(96)

avec des coefficients à valeur opérateur α et β. La direction β reste celle de la valeur propre
maximale γβ de Γ, et α celle de la valeur propre minimale γα, désormais non nulle. Ceci conduit
à l’équation pilote

dρ

dt
= 1

iħ
[
ħ(ΩαPα+ΩβPβ)Pc ,ρ

]
+κ

(
cρc† − 1

2
{c†c,ρ}

)
+γα

(
αρα† − 1

2
{α†α,ρ}

)
+γβ

(
βρβ† − 1

2
{β†β,ρ}

)
(97)

La nouvelle expression des pulsations de Faraday Ωα,Ωβ et des taux γα,γβ se trouve dans
l’Annexe B, qui donne aussi l’expression analytique de la moyenne et de la variance de la
quadrature Pa du spin nucléaire conditionnées au signal homodyne intégré, en toute généralité.
Nous nous restreignons ici à la limite physiquement utile γ0 ¿ γm (on a toujours γ f < γm). À
l’ordre le plus bas en γ0, les coefficientsΩα,Ωβ et γβ restent inchangés, et l’on a

γα ' 2γ0γ f

γm +γ f
(98)

ce qui n’est autre que le taux de décohérence ramené dans le spin nucléaire hybridé. De plus,
nous nous plaçons dans la limite (23), avec γα = O(Γex), ce qui permet d’évaluer l’effet de la
décohérence en utilisant le modèle à un mode, dont l’obtention reste la même que dans la
Section 3.4. L’équation stochastique (58) est complétée comme suit,

d|φ(t )〉 = −Γex dt

2
(Pα− P̄α)2|φ(t )〉+

√
Γex dζs (t )(Pα− P̄α)|φ(t )〉

−γαdt

2
(α†α+2iP̄αα+ P̄ 2

α)|φ(t )〉+p
γαdζα(t )(iα+ P̄α)|φ(t )〉. (99)

Nous avons pris soin de choisir γ1/2
α iα comme opérateur de saut de la décohérence ramenée (la

justification est la même que dans la Section 4.2.3, les sauts de décohérence n’étant pas mesurés),
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ce qui permet de résoudre l’équation par le même ansatz gaussien réel (59). Nous trouvons cette
fois24

du = [Γex +γα(1−u)]dt =⇒ u(τ) = 1+ 1−exp(−ετ)

ε
(100)

dP̄α = −1

2
γαP̄αdt +

p
Γex dζs +p

γα(u −1)dζα
2u

(101)

où nous avons posé τ = Γext et ε = γα/Γex. Les mêmes arguments de gaussianité que dans la
Section 4.2.2 conduisent aux mêmes dépendances en le signal S de la moyenne et de la variance
conditionnelles,25

〈Pα〉σ=S = m(τ)
Sp
Γex

avec m(τ) =
√
Γex

〈σ(t )P̄α(t )〉stoch

〈σ2(t )〉stoch
(102)

Varσ=S (Pα) = V (τ) avec V (τ) = 1

4
− 〈σ(t )P̄α(t )〉2

stoch

〈σ2(t )〉stoch
(103)

et les variance et covariance prises sur les processus stochastiques dζs ≡ dζc et dζα,

〈σ2〉stoch

Γex
=

∫ τ

0

dτ′

τ2

{[
1

2
+ 1−eε(τ′−τ)/2

εu(τ′)

]2

+ [u(τ′)−1]2

u2(τ′)
[1−eε(τ′−τ)/2]2

ε

}

= ετ−2(1−e−ετ/2)

ε2τ2 + 1

4τ
(104)

〈σP̄α〉stochp
Γex

=
∫ τ

0

dτ′

τ

eε(τ′−τ)/2

2u(τ′)

{
1

2
+ 1−eε(τ′−τ)/2

εu(τ′)
+ [u(τ′)−1]2

u(τ′)
[1−eε(τ′−τ)/2]

}
= 1−e−ετ/2

2ετ
(105)

Ces expressions permettent d’évaluer facilement l’effet de la décohérence sur la compression
de spin au travers du gain métrologique (13), voir les tiretés sur la Figure 7a. Pour le cas utile
en pratique d’une faible décohérence ε¿ 1 et d’un temps court devant 1/γα, elles peuvent être
développées au premier ordre en ε :

m(τ) = τ

1+τ −ε (τ+3)τ2

12(τ+1)2 +O(ε2τ2); V (τ) = 1

4(τ+1)
+ε (τ+3/2)τ2

12(τ+1)2 +O(ε2τ2) (106)

On en déduit que la compression optimale sur Pα est obtenue à un temps topt ∼ (3/Γexγα)1/2

et correspond à une variance conditionnelle Vopt ∼ (γα/12Γex)1/2. Remarquons qu’on introduit
souvent, dans les études de compression de spin dans les gaz d’atomes alcalins en cavité, la
coopérativité C du système couplé atome-champ, définie comme le carré de la pulsation de
couplage divisé par les taux de décroissance des états couplés [39]. En ce sens, la coopérativité du
système spin nucléaire hybridé-champ vaut

C ≡ Ω2
α

κγα
= Γex

γα
' Ω2

2γ0κ
(107)

si bien que nous retrouvons la loi d’échelle d’exposant −1/2, habituelle dans les alcalins, reliant
la variance de spin optimale à C [39]. Plus généralement, la décohérence a un effet faible sur la

24Dans le régime ε¿ 1, la limite aux temps longs de la variance de Pα sur une seule réalisation dépend fortement du
choix de phase dans l’opérateur de saut de la décohérence ramenée, ce qui souligne le caractère non physique de cette
variance (voir la note 16) : si l’on prend γ1/2

α α comme opérateur de saut, on trouve que VarφPα → ε1/2/4 [14] au lieu

de VarφPα → 1/4ε comme dans l’équation (100). Plus généralement, le choix γ1/2
α exp(iθ)α, −π/2 < θ < π/2, conduit à

l’équation de Riccati sur le paramètre u de l’ansatz gaussien (désormais complexe) du = Γex dt +γαdt {exp(2iθ)u + [1−
exp(2iθ)]/2−u2[1+exp(2iθ)]/2} si bien que VarφPα → (1/4)ε1/2

p
cosθcos(θ/2) en un temps τ ∼ 1/

√
2ε[1+exp(2iθ)] ; la

loi de puissance en ε obtenue pour θ = 0 est donc la règle, celle obtenue pour θ =π/2 est l’exception.
25Nous avons simplifié l’expression (103) à l’aide de l’identité [4u(τ)]−1 +〈P̄ 2

α〉stoch = 1/4, qui résulte comme dans
l’équation (87) du fait que la moyenne inconditionnelle 〈P 2

α〉 = 1/4, même en présence de décohérence.

C. R. Physique — 2021, 22, n 1, 1-35



30 Alan Serafin et al.

compression du spin nucléaire tant qu’on reste à des temps courts devant topt. Le lecteur trouvera
en fin d’Annexe B une extension de ces lois d’échelle au-delà du modèle à un mode, c’est-à-dire
pour un rapport Γex/γ f quelconque, non infinitésimal ; c’est elle qui a été retenue dans le résumé
de l’article. Le lien entre Vopt et la coopérativité (107) est alors rompu.
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Annexe A. Traitement semi-classique et réduction à trois spins couplés

Nous donnons ici les équations non linéaires qui décrivent la dynamique du système dans la
théorie semi-classique, et nous les linéarisons pour de faibles fluctuations autour d’une solution
stationnaire partiellement polarisée.

A.1. Équations semi-classiques non linéaires

En partant des considérations et des notations de la Section 2, nous prenons la moyenne des
équations du mouvement de Heisenberg dans l’état quantique du système et effectuons l’ap-
proximation de décorrélation (dite semi-classique en optique quantique) 〈AB〉 ' 〈A〉〈B〉 où A et
B sont deux opérateurs, pour obtenir les équations d’évolution non linéaires suivantes sur les
moyennes de ~S spin de Stokes du champ lumineux en cavité,~I spin nucléaire collectif dans l’état
fondamental,~J et ~K spins collectifs associés aux multiplicités F = 3/2 et F = 1/2 dans l’état méta-

stable, et ~~Q tenseur d’alignement collectif dans F = 3/2, de composantes cartésiennes Qαβ :

d〈Sx〉
dt

=−κ
2

(
〈Sx〉−

nph

2

)
−χ〈Kz〉〈Sy 〉;

d〈Sy 〉
dt

=−κ
2
〈Sy 〉+χ〈Kz〉〈Sx〉; d〈Sz〉

dt
=−κ

2
〈Sz〉 (A1)

d〈Kx〉
dt

= d〈Kx〉
dt

∣∣∣∣
ECH

−χ〈Ky 〉〈Sz〉;
d〈Ky 〉

dt
= d〈Ky 〉

dt

∣∣∣∣
ECH

+χ〈Kx〉〈Sz〉; d〈Kz〉
dt

= d〈Kz〉
dt

∣∣∣∣
ECH

(A2)

d〈~J〉
dt

= d〈~J〉
dt

∣∣∣∣∣
ECH

;
d〈Qαβ〉

dt
= d〈Qαβ〉

dt

∣∣∣∣
ECH

;
d〈~I 〉
dt

= d〈~I 〉
dt

∣∣∣∣∣
ECH

(A3)

Les termes proportionnels au taux de perte κ du miroir de sortie de la cavité font relaxer 〈Sx〉 vers
sa valeur stationnaire 〈Sx〉s = nph/2 forcée par le champ laser polarisé selon Ox injecté dans la
cavité, et les moyennes transverses 〈Sy 〉 et 〈Sz〉 vers zéro. Les termes proportionnels au couplage
de Faraday χ entre le mode de cavité et le spin ~K dérivent de l’hamiltonien (2). La contribution
des collisions d’échange de métastabilité (ECH) entre atomes fondamentaux et métastables se
déduit directement de l’équation pilote sur l’opérateur densité à un atome des références [21,22]
par simple multiplication ou division par le nombre total de fondamentaux Ncell ou métastables
ncell dans la cellule :26

26Les moyennes collectives sont en effet reliées comme suit aux moyennes à un atome 〈 〉at : 〈~I 〉 = Ncell〈~I 〉at,

〈~J〉 = ncell〈~J〉at, 〈~K 〉 = ncell〈~K 〉at, 〈~~Q〉 = ncell〈~~Q〉at, 〈~Σ〉 = ncell〈~Σ〉at.
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d〈~K 〉
dt

∣∣∣∣∣
ECH

= − 7

9τ
〈~K 〉+ 1

9τ
〈~J〉− 1

9τ

ncell

Ncell
〈~I 〉− 4

3τ

1

Ncell
〈~~Q〉 · 〈~I 〉 (A4)

d〈~J〉
dt

∣∣∣∣∣
ECH

= − 4

9τ
〈~J〉+ 10

9τ
〈~K 〉+ 10

9τ

ncell

Ncell
〈~I 〉+ 4

3τ

1

Ncell
〈~~Q〉 · 〈~I 〉 (A5)

d〈Qαβ〉
dt

∣∣∣∣
ECH

= − 2

3τ
〈Qαβ〉+

1

9τ

1

Ncell

(
3
〈Iα〉〈Σβ〉+〈Iβ〉〈Σα〉

2
−δαβ〈~I 〉 · 〈~Σ〉

)
(A6)

d〈~I 〉
dt

∣∣∣∣∣
ECH

= − 1

T
〈~I 〉+ 1

3T

Ncell

ncell
(〈~J〉−〈~K 〉) (A7)

où 〈~Σ〉 = (2/3)[〈~J〉+2〈~K 〉] est la valeur moyenne du spin électronique dans l’état métastable. On
se reportera aux équations (1.37b), (1.37a), (1.39) et (1.25) de la référence [22] (en tenant compte
d’un écart d’un facteur 6 sur la définition du tenseur d’alignement), ou aux équations (VIII.30),
(VIII.29), (VIII.32) et (VIII.15) de la référence [21] (en ajoutant un facteur de Kronecker δαβ
omis dans (VIII.32)). Ici 1/τ et 1/T , les taux individuels des collisions d’échange de métastabilité
subies par un atome dans l’état métastable et dans l’état fondamental, sont dans le rapport
T /τ = Ncell/ncell puisque, dans l’unité de temps, un nombre égal d’atomes fondamentaux et
d’atomes métastables ont subi une collision d’échange [21, 22].

A.2. Solution stationnaire partiellement polarisée

Dans un état stationnaire polarisé de polarisation nucléaire η ∈ [0,1],

〈Ix〉s = ηNcell

2
; 〈Iy 〉s = 〈Iz〉s = 0; 〈Sx〉s =

nph

2
; 〈Sy 〉s = 〈Sz〉s = 0 (A8)

l’invariance par rotation d’axe Ox contraint les spins moyens dans l’état métastable à être alignés
selon Ox, et le tenseur d’alignement moyen à être diagonal dans la base cartésienne, avec des
valeurs propres égales selon les directions O y et Oz. Le système (A1)–(A3) admet ainsi une
solution stationnaire avec comme seules moyennes non nulles dans l’état métastable :

〈Kx〉s = η

2

1−η2

3+η2 ncell; 〈Jx〉s = η5+η2

3+η2 ncell;

〈Σx〉s = 4η

3+η2 ncell; 〈Qy y 〉s = 〈Qzz〉s =−1

2
〈Qxx〉s =− η

12
〈Σx〉s

(A9)

A.3. Équations semi-classiques linéarisées

On linéarise maintenant les équations (A1)–(A3) en les fluctuations classiques autour de la
solution stationnaire (A8)–(A9) en effectuant la substitution 〈A〉 → 〈A〉s +δA et en traitant δA
au premier ordre. En nous limitant au sous-espace des fluctuations transverses, c’est-à-dire aux
directions α= y, z orthogonales aux spins moyens, nous obtenons un système fermé :

d

dt
δSα = −κ

2
δSα+χδαy 〈Sx〉sδKz (A10)

d

dt
δKα = − 7

9τ
δKα+ 1

9τ
δJα− 2η

3τ
δQαx − 1

9T

(
1+ 12

ncell
〈Qαα〉s

)
δIα+χδαy 〈Kx〉sδSz (A11)

d

dt
δJα = − 4

9τ
δJα+ 10

9τ
δKα+ 2η

3τ
δQαx + 10

9T

(
1+ 6

5ncell
〈Qαα〉

)
δIα (A12)

d

dt
δQαx = − 2

3τ
δQαx + η

12τ
δΣα+ 1

6T ncell
〈Σx〉sδIα (A13)

d

dt
δIα = − 1

T
δIα+ 1

3τ
(δJα−δKα) (A14)
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A.4. Réduction à trois spins collectifs couplés

En posant (d/dt )δJα = 0 dans l’équation (A12) et (d/dt )δQαx = 0 dans l’équation (A13), nous éli-
minons adiabatiquement les fluctuations du spin collectif ~J et du tenseur d’alignement collectif
dont les évolutions sont régies par l’échange de métastabilité uniquement :

δJ adiab
α = 2

10+η2

8−η2 δKα+ 12τ

T

5+2η2

(3+η2)(8−η2)
δIα; δQadiab

αx = 3η

8−η2 δKα+ τ

T

η(13+η2)

(3+η2)(8−η2)
δIα

(A15)
Le report des expressions adiabatiques (A15) dans les équations (A11) et (A14) sur δKα et δIα
conduit dans le corps de l’article au système réduit (5)–(7) couplant les fluctuations des trois
spins (3), où γ f et γm , les taux effectifs d’échange de métastabilité entre le spin nucléaire et le
spin F = 1/2 du métastable, sont donnés par l’équation (8).

Annexe B. Solution du modèle à trois modes avec décohérence pour la détection
homodyne

Nous donnons ici la solution analytique du modèle à trois modes en présence de décohérence,
voir l’équation pilote (97), pour une évolution du système conditionnée à une mesure homodyne
en continu de la composante polarisée selon O y du champ sortant de la cavité. La valeur des
coefficients γα, γβ, Ωα et Ωβ, ainsi que des opérateurs d’annihilation α et β, se déduit d’une
diagonalisation de la matrice des taux (96). Les taux γα et γβ en sont les valeurs propres rangées
par ordre croissant :

γα,β = γm +γ f +γ0 ∓ [(γm +γ f +γ0)2 −4γ f γ0]1/2 (B1)

En termes des pulsations de Faraday Ωα et Ωβ, les vecteurs propres normalisés correspondants
s’écrivent (Ωβ/Ω,Ωα/Ω) et (−Ωα/Ω,Ωβ/Ω), si bien queα= (Ωβa+Ωαb)/Ω et β= (Ωβb−Ωαa)/Ω
avec

Ωα = Ω(γ f −γα/2)

[γmγ f + (γ f −γα/2)2]1/2
; Ωβ =

Ω
p
γmγ f

[γmγ f + (γ f −γα/2)2]1/2
(B2)

dans un choix de signe assurant que α→ a et β→ b lorsque γ f → 0 et reproduisant (26) lorsque
γ0 → 0. Puisque l’opérateur de saut Cα ∝ α décrit des processus non mesurés, nous pouvons,
comme nous l’avons fait pour Cβ, le prendre de la forme

p
γαiα et réutiliser l’ansatz gaussien

réel (73) afin de résoudre l’équation stochastique (55) sur le vecteur d’état. Dans l’équation
d’évolution de la matrice u apparaissant dans l’ansatz, les indices α et β jouent désormais des
rôles symétriques et l’on obtient

duαα =−Ωαdt uαc +γαdt (1−uαα) duαβ =−dt

2
[(γα+γβ)uαβ+Ωβuαc +Ωαuβc ]

duαc =−dt

2
[(γα+κ)uαc +Ωαucc ] duββ =−Ωβdt uβc +γβdt (1−uββ)

duβc =−dt

2
[(γβ+κ)uβc +Ωβucc ] ducc = κdt (1−ucc )

(B3)

dont la solution pour la condition initiale u(0) = Id s’écrit

uαα(t ) = 1+ Ω2
α

γα(κ+γα)
(1−e−γαt )− 2Ω2

α

κ2 −γ2
α

(e−γαt −e−(κ+γα)t/2) (B4)

uαβ(t ) = ΩαΩβ

γα+γβ

(
1

κ+γα
+ 1

κ+γβ

)
(1−e−(γα+γβ)t/2)+ ΩαΩβ

(κ−γβ)(κ+γα)
(e−(κ+γα)t/2 −e−(γα+γβ)t/2)

+ ΩαΩβ

(κ−γα)(κ+γβ)
(e−(κ+γβ)t/2 −e−(γα+γβ)t/2) (B5)
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uαc (t ) = − Ωα

κ+γα
(1−e−(κ+γα)t/2) (B6)

uββ(t ) = 1+
Ω2
β

γβ(κ+γβ)
(1−e−γβt )−

2Ω2
β

κ2 −γ2
β

(e−γβt −e−(κ+γβ)t/2) (B7)

uβc (t ) = − Ωβ

κ+γβ
(1−e−(κ+γβ)t/2) (B8)

ucc (t ) = 1 (B9)

Le vecteur des coordonnées moyennes q̄ apparaissant dans l’ansatz (73) obéit à l’équation
stochastique

dq̄ = 1

2

−γα 0 0
0 −γβ 0
Ωα Ωβ −κ

dt q̄+ 1

2
[Id− c(t )]

 γ1/2
α dζα(t )
γ1/2
β

dζβ(t )

−κ1/2 dζc (t )

 (B10)

La moyenne non conditionnelle 〈P 2
a〉 valant toujours 1/4, la moyenne et la variance de Pa

conditionnées au signal homodyne intégré restent données par les équations (85) et (86), en
généralisant les expressions (92) des variances et covariance des variables aléatoires P̄a(t ) et σ(t )
au cas de trois processus stochastiques indépendants dζα(t ′), dζβ(t ′) et dζc (t ′) comme suit :

〈σ(t )P̄a(t )〉stoch =
∫ t

0
dt ′

∑
ν∈{α,β,c}

pν(t , t ′)σν(t , t ′); 〈σ2(t )〉stoch =
∫ t

0
dt ′

∑
ν∈{α,β,c}

σ2
ν(t , t ′);

〈P̄ 2
a(t )〉stoch =

∫ t

0
dt ′

∑
ν∈{α,β,c}

p2
ν(t , t ′)

(B11)

avec les expressions compactes des amplitudes correspondantes

pν(t , t ′) = (−1)δνc

p
γν

2Ω

{
Ωβe−γα(t−t ′)/2[δαν− cαν(t ′)]−Ωαe−γβ(t−t ′)/2[δβν− cβν(t ′)]

}
(B12)

σν(t , t ′) = δνc

2t
+ (−1)δνc

p
κγν

2t

×
{

[δcν− ccν(t ′)] fκ(t − t ′)+ ∑
µ∈{α,β}

Ωµ

κ−γµ
[δµν− cµν(t ′)][ fγµ (t − t ′)− fκ(t − t ′)]

}
(B13)

L’indice ν court sur les trois valeurs α, β, c et l’on a posé γc = κ. La fonction δ est celle de
Kronecker, et la fonction fλ est la même que dans les équations (88)–(91).

La solution générale que nous venons d’exposer comporte les cinq taux γα,Γex = Ω2
α/κ,γ f

d’une part, γβ,κ d’autre part. Le régime pertinent expérimentalement est celui où les deux
derniers sont « infiniment » plus grands que les trois premiers et ne contribuent qu’au travers
de régimes transitoires inobservables. Mathématiquement, on accède à cette limite en faisant
tendre γ f vers zéro à κ,γm ,γ0 et Ω fixés et à τ = Γext > 0 fixé. Alors les trois premiers taux
tendent conjointement vers zéro, c’est-à-dire dans des rapports de limite finie et non nulle
Γex/γ f →Ω2γm/[κ(γ0 +γm)2] et γα/γ f → 2γ0/(γ0 +γm), le taux γβ se réduit à γ ≡ 2(γ0 +γm) et
le couplage de FaradayΩβ àΩ. Tous les transitoires exponentiels disparaissent dans les éléments
de matrice (B4)–(B8) de u sauf ceux relaxant au taux γα. Les amplitudes (B12) et (B13) sur les
processus stochastiques se réduisent à

pα(t , t ′)p
Γex

= u(τ′)−1

2u(τ′)
p
εe−ε(τ−τ′)/2 σα(t , t ′)

Γex
= u(τ′)−1

τu(τ′)
p
ε

1−e−ε(τ−τ′)/2

ε
(B14)

pβ(t , t ′)p
Γex

=
p
ρ

(1+ρ)u(τ′)
e−ε(τ−τ′)/2 σβ(t , t ′)

Γex
=

p
ρ

(1+ρ)τ

[
2

u(τ′)
1−e−ε(τ−τ′)/2

ε
+ρ+ γ

κ
(ρ−1)

]
(B15)
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pc (t , t ′)p
Γex

= (1−ρ)

2(1+ρ)u(τ′)
e−ε(τ−τ′)/2 σc (t , t ′)

Γex
= 1

τ

[
1

2
+ 1−ρ

1+ρ
1

u(τ′)
1−e−ε(τ−τ′)/2

ε
+ ρ

1+ρ
(
1+ 2γ

κ

)]
(B16)

où ε = γα/Γex comme dans la Section 4.2.4, la fonction u(τ) est donnée par l’équation (100) et
la notation ρ = Ω2κ/[γ(κ+γ)2] généralise celle de la note 22. Les relations (85) et (86) restent
valables, avec les nouvelles expressions des variance et covariance

〈σ2〉stoch

Γex
= ετ−2(1−e−ετ/2)

ε2τ2 + Γex

4τΓgen
sq

et
〈σP̄a〉stochp

Γex
= 1−e−ετ/2

2ετ
(B17)

et du taux de compression généralisé

Γ
gen
sq =

[
1

Γex
+ 2(γ0 +γm)

γ f γm

]−1

(B18)

qui reproduisent les variance et covariance (104) et (105) du modèle à un mode avec décohérence
lorsque Γex/γ f → 0 et le taux de compression de spin (95) du modèle à trois modes sans
décohérence lorsque γ0 → 0. Les nouveaux résultats peuvent être simplifiés dans la limite utile de
faible décohérence ramenée γα/Γex → 0 par un développement à l’ordre un en ε, ce qui permet
de généraliser comme suit les résultats (106) sur la moyenne et la variance conditionnelles à une
valeur de Γex/γ f non infinitésimale :

m(t ) = Γ
gen
sq t

1+Γgen
sq t

− γα

Γ
gen
sq

(3+Γgen
sq t )(Γgen

sq t )2

12(1+Γgen
sq t )2

+O[(γαt )2] (B19)

V (t ) = 1

4(1+Γgen
sq t )

+ γα

Γ
gen
sq

(Γgen
sq t +3/2)(Γgen

sq t )2

12(1+Γgen
sq t )2

+O[(γαt )2] (B20)

Cette généralisation revient simplement à remplacer τ par Γgen
sq t et ε par γα/Γgen

sq dans les seconds
membres de (106).27 La compression optimale sur Pa est alors obtenue au bout d’un temps
topt ∼ (3/Γgen

sq γα)1/2 et correspond à une variance conditionnelle Varopt
σ=S

(Pa) ∼ (γα/12Γgen
sq )1/2 ;

le gain métrologique optimal s’en déduit par l’équation (13).
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